Física 2º Bachillerato

Campo Gravitatorio


SATÉLITES Y PLANETAS

1 L(S-94).- Un satélite artificial gira en torno a la Tierra, en una órbita circular, a una altura de 300 km sobre su superficie: (a) ¿Con qué velocidad se desplaza? (b) ¿Qué aceleración posee? (c) ¿Qué tiempo tarda en dar una vuelta? (d) Si el satélite tiene una masa de 200 kg ¿Qué energía potencial posee en la órbita?
Datos: MT = 5,98·1024 kg; RT = 6.370 km.

Sol.: (a) v = 7.733 m/s ; (b) a = 8,96 m/s2 ; (c) T = 1,5 h ; (d) Ep = - 1,196·1010 J

Solución
Cuando un satélite de masa m, gira en torno a la Tierra en una órbita circular estable, de radio r, la única fuerza que actúa sobre él es la fuerza de atracción gravitatoria Fg, que ejerce la Tierra, y cuyo valor viene dado por la expresión
Fg = G
[image: image831.jpg]



en donde MT es la masa de la Tierra y G la constante de gravitación.
La dirección de esta fuerza es la de la recta que une el centro de la Tierra con el satélite en cada instante y el sentido hacia el centro de la Tierra.

Esta fuerza, que es perpendicular al desplazamiento del satélite en cada instante, produce una aceleración centrípeta, en su misma dirección y sentido y cuyo valor viene dado por la expresión

ac = v2/r

que hace variar de forma continua la dirección de la velocidad del satélite, manteniendo su valor constante, siendo, por tanto, la responsable de que el satélite mantenga la órbita circular estable.

La energía potencial gravitatoria, referida al infinito, del satélite, situado a una distancia r del centro de la Tierra es

Ep = - G
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esta energía es negativa en cualquier punto situado a una distancia finita de la Tierra y aumenta cuando aumenta r ya que al aumentar la distancia la energía potencial gravitatoria se hace menos negativa.

RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
a) La condición de estabilidad dinámica en la órbita circular del satélite viene expresada por

Fg = m·ac
G
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en donde, si llamamos h a la altura sobre la superficie terrestre a la que se encuentra el satélite

r = RT + h

simplificando y despejando el valor de la velocidad

v2 = G
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sustituyendo los valores numéricos en el sistema internacional

v = 
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 = 7733 m/s

la dirección de la velocidad es tangente a la trayectoria en todo instante y su sentido el del movimiento del satélite.

b) La aceleración será

ac = v2/r

siendo su valor

ac = 
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la dirección es la del radio de la órbita y el sentido hacia el centro de la Tierra.

c) El tiempo T, que tarda el satélite en recorrer una órbita completa, de longitud L = 2(r con una velocidad v, cuyo valor es constante sería

v = L/T   (    T = L/v = 2(r/v

T = 
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 = 5419,48 s

que dividiendo por 3.600 s/h para expresarlo en horas se tiene

T = 1,50 h

d) La energía potencial gravitatoria referida al infinito del satélite es

Ep = - G
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2 L(S-95).- Un satélite artificial de la Tierra, de masa 10 t, tiene una velocidad de 4,2 km/s en una determinada órbita circular. Hallar: (a) El radio de la órbita. (b) El trabajo necesario para colocarlo en la órbita. (c) Su periodo. (d) El trabajo realizado por el peso en una vuelta.

Datos: MT = 5,98·1024 kg; RT = 6.370 km; G = 6,67·10-11 N·m2·kg-2.

Sol.: (a) r = 22.611.451 m ; (b) Ec = 5,38·1011 J ; (c) T = 9,4 h ; (d) W = 0 J

Solución
Un satélite artificial de masa m, situado en órbita circular estable de radio r, alrededor de la Tierra está sometido únicamente a la fuerza de atracción gravitatoria ejercida por la Tierra sobre el satélite.

Esta fuerza tiene la dirección de la recta que une el centro de la Tierra con el satélite y el sentido hacia el centro de la Tierra, siendo su valor

Fg = G
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Esta fuerza mantiene, al satélite en órbita circular estable de radio r, siempre que el satélite se mueva con una velocidad v tal que su valor cumpla la condición de estabilidad

Fg = m v2/r

es decir

G

[image: image13.wmf]2

·

r

m

M

T



 = m
simplificando

G
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Para calcular el trabajo necesario para colocarlo en la órbita podemos plantear el principio de conservación de la energía entre la superficie de la Tierra, A, y un punto de la órbita B

EA = EB
La energía sobre la superficie terrestre será

EA = Ec(A) + Ep(A)

EA = Ec(A) - G
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siendo Ep(A) la energía potencial gravitatoria del satélite situado sobre la superficie terrestre siendo RT el radio de la Tierra

La energía en la órbita de radio r, moviéndose el satélite con velocidad vB, será

EB = Ec(B) + Ep(B)

EB = Ec(B) - G
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Aplicando el principio de conservación

Ec(A) - G
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El trabajo realizado para situarlo en esa órbita de manera estable será

Ec(A) = G
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RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
a) El radio r, de la trayectoria se puede calcular a partir de la condición de estabilidad de la órbita

G
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sustituyendo los datos

r = 22.611.451 m

b) La energía cinética Ec(A), que hay que comunicar al satélite sobre la superficie terrestre para colocarlo en esta órbita con la velocidad de 4,2 km/h será

Ec(A) = G·MT·m
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sustituyendo los valores

Ec(A) = 4,50·1011 + 8,82·1010 = 5,38·1011 J

c) El tiempo T, o periodo, que tarda el satélite en dar una vuelta completa a la velocidad vB sera

vB = 2(r/T   (   T = 2(r/vB
sustituyendo en esta ecuación los valores numéricos

T = 33.826,65 s = 9,4 h

d) Las fuerzas gravitatorias son conservativas por tanto el trabajo que realizan a lo largo de trayectorias cerradas debe ser cero independientemente de cual sea la forma de la trayectoria.

ANÁLISIS DEL RESULTADO:

La órbita es muy alta, no es frecuente, pero existen satélites artificiales de telecomunicaciones, de investigación o de uso militar, que circulan en estas órbitas o en otras más altas.

La energía de un satélite ligado a la Tierra en órbita estable de radio r, la podemos escribir utilizando la condición de estabilidad

G
[image: image34.wmf]r

m

M

T

·

 = m·v2
Como

E = 
[image: image35.wmf]2

1

m·v2 - G
[image: image36.wmf]r

m

M

T

·

 = 
[image: image37.wmf]2

1

 G 
[image: image38.wmf]r

m

M

T

·

 - G 
[image: image39.wmf]r

m

M

T

·

 = - 
[image: image40.wmf]2

1

 G 
[image: image41.wmf]r

m

M

T

·


y por tanto la energía cinética en la superficie sería

Ec(A) = G
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sustituyendo los datos obtenemos el mismo valor de la energía cinética de salida

Ec(A) = 5,38·1011 J

Esta energía es muy alta, supone una velocidad inicial de unos 10,4 km/s cercana a la velocidad de escape de la Tierra que está alrededor de los 11,2 km/s

El apartado (d) se puede razonar indicando que la fuerza con que la Tierra atrae al satélite es perpendicular, en todo momento al desplazamiento sobre la trayectoria circular, por tanto, no realiza ningún trabajo sobre el satélite mientras este se mueve a lo largo de la órbita.

3 L(J-96).- Cuando una partícula se mueve en un campo de fuerzas conservativo sometida a la acción de la fuerza del campo, existe una relación entre las energías potencial y cinética. Explica que relación es esta y efectúa su demostración.

Solución
En los campos conservativos, la suma de las energías cinética y potencial de una partícula en movimiento, sometida a las fuerzas del campo permanece constante.

Vamos a calcular el trabajo que se realiza sobre la partícula cuando esta se desplaza desde un punto cualquiera, considerado como inicial (i) hasta otro considerado final (f), sometida exclusivamente, a la acción de la fuerzas del campo.

Por un lado, el teorema de las fuerzas vivas, que se puede aplicar en cualquier caso, sea o no el campo conservativo, permite calcular el trabajo total, como el incremento de la energía cinética de la partícula

W = Ec(f) - Ec(i)

Por otro lado, y sólo en los campos conservativos, este trabajo también se puede escribir como la diferencia de energías potenciales de la partícula entre los puntos inicial y final

W = Ep(i) - Ep(f)

Igualando estas expresiones

Ec(f) - Ec(i) = Ep(i) - Ep(f)

y agrupando las energías en los puntos inicial y final

Ec(f) + Ep(f) = Ec(i) + Ep(i)

es decir la suma de la energía cinética y potencial de la partícula no varia o lo que es lo mismo

Ec + Ep = Cte

Si llamamos energía mecánica de la partícula, a la suma de su energía cinética y potencial, quedaría probado el teorema de conservación de la energía mecánica.

4 L(J-96).- Un satélite de 2000 kg de masa, describe una órbita ecuatorial circular alrededor de la Tierra de 8000 km de radio. Determinar: (a) Su momento angular respecto al centro de la órbita. (b) Sus energías cinética, potencial y total.

Datos: G = 6,67·10-11 N·m2·kg-2; MT = 5,98·1024 kg

Sol.: (a) l = 1,13·1014 m·kg·m/s ; (b) Ec = 4,986·1010 J ; Ep = -9,972·1010 J ; E = - 4,986·1010 J

Solución
Un satélite en órbita circular de radio R, girando en torno a la Tierra con velocidad v, está sometido a la fuerza de atracción gravitatoria Fg, produciendo una aceleración en la misma dirección y sentido (aceleración centrípeta ac) responsable de variar continuamente la dirección de la velocidad del satélite, de modo que se mantenga estable en dicha órbita.
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La condición para la estabilidad en la órbita será por tanto

Fg = m·ac
G
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despejando la velocidad

v = 
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esta será la velocidad que debe llevar el satélite para que siga una órbita circular estable de radio R
Conocida la velocidad del satélite su momento angular respecto al centro de la órbita se calcula de forma inmediata a partir de la definición de esta magnitud

l = R x m·v 

En cuanto al apartado (b) tienes que recordar que la energía potencial gravitatoria sobre el satélite es negativa

Ep = - G 
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La energía total será la suma de la cinética y la potencial.

RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
La velocidad del satélite en la órbita de radio R = 8·106 m será

V =
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a) El momento angular del satélite l, respecto al centro de la órbita será un vector de dirección perpendicular al plano de la órbita, en este caso, al ser la órbita ecuatorial, la del eje terrestre. El sentido dependerá del sentido de giro del satélite alrededor de la Tierra, hacia el Norte si el satélite gira en sentido contrario a las agujas del reloj, y el módulo

l = R·m·v

sustituyendo los valores

l = 8·106·2·103·7.061 = 1,13·1014 m·kg·m/s

b) La energía cinética del satélite en la órbita será

Ec = 
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La energía potencial gravitatoria

Ep = - G 
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y la energía total

E = Ec + Ep = 4,986·1010 - 9,972·1010 = - 4,986·1010 J

ANÁLISIS DEL RESULTADO:
Fíjate que la velocidad con la que se mueve un satélite en órbita estable de radio R, es independiente de su masa.

A la vista del valor que tiene la velocidad la energía total del satélite se puede escribir como

E = 
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que sustituyendo daría

E = - 4,986·1010 J

resultado que coincide con el ya calculado.

El hecho de que la energía total sea negativa, indica que el satélite permanece ligado al campo gravitatorio terrestre.

5 L(S-96).- El vehículo espacial Apolo VIII estuvo en órbita circular alrededor de la Luna, 113 km por encima de su superficie. Calcular: (a) El periodo del movimiento (b) Las velocidades lineal y angular del vehículo. (c) La velocidad de escape a la atracción lunar desde esa posición.

Datos: G = 6,67·10-11 N·m2·kg-2; ML = 7,36·1022 kg; RL = 1.740 km

Sol.: (a) T = 1,99 horas ; (b) ( = 8,78·10-4 rad/s ; v = 1,6 km/s ; (c) vi = 2,3 km/s

Solución
La única fuerza que actúa sobre el vehículo espacial, de masa m, en órbita circular, de radio R, alrededor de la Luna, es la fuerza de atracción gravitatoria, Fg, que sobre él ejerce la Luna

Fg = G
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esta fuerza tiene la dirección del radio de la órbita y el sentido es hacia el centro de la Luna y produce una aceleración centrípeta, ac = 
[image: image62.wmf]R

v

2

, sobre el vehículo, que le hace cambiar, de manera continua la dirección de su velocidad manteniéndole en órbita circular. Para que la órbita se mantenga estable el vehículo debe recorrer la trayectoria con una velocidad v, y con un radio R, tal que

Fg = m·
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Las preguntas que se hacen sobre el período, T, velocidad lineal, v, y velocidad angular, (, responden, en realidad, a una sola ya que estas magnitudes están relacionadas entre si

T = 
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de modo que se pueden contestar directamente en cualquier orden. Si se quiere contestar en el orden en que se pide basta escribir la ecuación que da la estabilidad en la órbita en función del período

G
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simplificando y despejando el período se obtiene

T2 = 
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que no es otra cosa que la expresión de la tercera ley de Kepler

Con respecto al valor de la velocidad de escape a la atracción lunar desde esa posición R, se puede calcular utilizando el principio de conservación de la energía, E(i) = E(f).

Ec(i) + Ep(i) = Ec(f) + Ep(f)

Para escapar, la distancia mínima a la que el objeto, supuesto en reposo situado inicialmente a R metros de la Luna, debe detenerse (Ec(f) = 0) es la correspondiente a la separación infinita de ella (Ep(f) = 0). En definitiva, para escapar su energía final debe ser al menos cero

Ec(i) + Ep(i) = 0
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simplificando y despejando la velocidad

vi = 
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RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
a) El período del Apolo VIII, situado a una distancia del centro de la Luna R = RL + h será

T = 
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Sustituyendo

T = 7153,05 s

que expresado en horas sería

T = 1,99 horas

b) La velocidad angular es

( = 
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y la velocidad lineal

v = (·(RL + h) = 1626,93 m/s

que expresada en km/s sería

v = 1,6 km/s

c) La velocidad de escape desde esa posición sería

vi = 
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Sustituyendo

vi = 2302,07 m/s

que expresada en km/s sería

vi = 2,3 km/s

ANÁLISIS DEL RESULTADO:
Cabría realizar otra interpretación del cálculo de la velocidad de escape de la atracción lunar desde la posición en la que el vehículo se encuentra.

Un cuerpo, como la Luna, de masa ML, crea en todo el espacio un "pozo" de potencial gravitatorio

Ep = - G 
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de forma tal que cuando otro cuerpo, como el Apolo VIII, se acerca a él con la velocidad apropiada, se queda ligado (energía negativa) a la Luna, a una distancia determinada de su centro R.

[image: image820.wmf]Para sacar este cuerpo del pozo, suponiendo que se encuentra en reposo a distancia R, habrá que suministrarle la energía cinética suficiente como para salvar el pozo. Como hemos visto la energía cinética suficiente será igual a la potencial gravitatoria a la distancia R.

Si admitimos que el vehículo no está en reposo en la órbita, sino que se mueve con velocidad v, tendríamos que suministrar menos energía para sacarle del pozo.

La energía con que el vehículo queda ligado a la Luna en la órbita de radio R se puede escribir de forma simplificada teniendo en cuenta el valor de la velocidad
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la energía sería entonces
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es decir la energía se puede escribir como la mitad de la energía potencial gravitatoria.

En consecuencia la energía cinética que habría que suministrar realmente al vehículo para que, estando en esa órbita, escape de la atracción lunar sería

Ec = 
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siendo la velocidad de escape

v = 
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cuyo valor sería ahora

v = 1.627,66 m/s = 1,63 km/s

un valor bastante más pequeño que el calculado anteriormente cuando se supuso el vehículo colocado en reposo a la distancia R de la Luna.

6 L(S-96).- Una partícula de masa m está describiendo una trayectoria circular de radio R con velocidad lineal constante v: (a) ¿Cuál es la expresión de la fuerza que actúa sobre la partícula en este movimiento? ¿Cuál es la expresión del momento angular de la partícula respecto al centro de la trayectoria? (b) ¿Qué consecuencias sacas de aplicar el teorema del momento angular en este movimiento? ¿Por qué?

Solución
[image: image821.wmf]a) Tal y como se enuncia la cuestión, si la partícula está recorriendo una trayectoria circular con el valor de la velocidad constante, no resulta fácil decidir cual sería la expresión de la fuerza. Puede ser una fuerza de tipo magnético o bien una fuerza de tipo gravitatorio, inversamente proporcional al cuadrado de R pero no se menciona si la partícula tiene carga eléctrica ni si existe otra masa colocada en el centro de la trayectoria.

Lo que si podemos, es concretar las características de esta fuerza:

La fuerza debe ser central, por tanto su dirección será la del radio de la trayectoria y su sentido hacia el centro de la misma, de este modo la fuerza provoca una variación continua en la dirección de la velocidad manteniendo constante el módulo y la partícula describe la trayectoria circular. Para que esta trayectoria sea estable, el valor de la fuerza deberá ser igual a la masa m por la aceleración producida, que en este caso es exclusivamente centrípeta ac =
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En definitiva la fuerza es un vector de valor constante pero de dirección variable.

El momento angular, l, de la partícula respecto del centro de la trayectoria será

l = R x m·v 

es decir, un vector de dirección constante, perpendicular al plano formado por R y v, de sentido constante, saliendo del papel, si la partícula se mueve en sentido contrario al de las agujas del reloj, tal y como está representado en la figura y cuyo módulo, también constante, es

l = R·m·v

ya que los vectores R y v se mantienen siempre perpendiculares entre si.

En definitiva el momento angular de la partícula es un vector constante en dirección, sentido y módulo.

b) El teorema del momento angular aplicado a la partícula es

M = 
[image: image94.wmf]dt
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l
siendo M el momento, respecto del centro de la trayectoria, de las fuerzas aplicadas sobre la partícula.

Como el momento angular, l, de la partícula es un vector constante, su derivada será cero y en consecuencia el momento será cero. Por tanto las fuerzas que actúan sobre la partícula no producen ningún momento respecto al centro de la trayectoria.

7 L(J-97).- Se considera el movimiento elíptico de la Tierra en torno al Sol. Cuando la Tierra está en el afelio (la posición más alejada del Sol) su distancia al Sol es de 1,52·1011 m y su velocidad orbital es de 2,92·104 m/s. Hallar: (a) El momento angular de la Tierra respecto al Sol. (b) La velocidad orbital en el perihelio (la posición más cercana al Sol), siendo en este punto su distancia al Sol de 1,47·1011 m.

Dato: MT = 5,98·1024 kg.

Sol.: (a) L = 2,65·1040 m2·kg/s ; (b) vp = 3,02·104 m/s

Solución
Para el sistema planetario disponemos de un modelo teórico bien estructurado y contrastado cuyas bases las puso Kepler y posteriormente formalizó Newton de manera inimitable.

El punto de partida se encuentra en el hecho de que las fuerzas que describen el comportamiento del sistema planetario es un sistema de fuerzas centrales. En este tipo de sistemas, el momento angular se mantiene constante en módulo, dirección y sentido

L = Cte
de esta ecuación se puede partir para deducir las leyes dadas por Kepler para los planetas que forman el sistema solar.

Recordemos que el momento angular de un planeta de masa m que se mueve con velocidad v alrededor del Sol a lo largo de una trayectoria cerrada es

L = r x m·v
siendo r el vector posición del planeta respecto al Sol.

El valor del momento angular será en los casos que nos ocupan (afelio y perihelio): L = r·m·v

ya que los vectores r (radio de la trayectoria) y v (tangente a la trayectoria) son perpendiculares.

RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
a) El momento angular de la Tierra respecto al Sol en el momento en que ésta pasa por el punto más alejado del Sol (afelio) será

L = ra·MT·va = 1,52·1011·5,98·1024·2,92·104 = 2,65·1040 m2·kg/s
Este valor calculado para el afelio se debe mantener constante en todo momento por tanto también será el valor del momento angular en el perihelio (posición más cercana al Sol)

b) El momento angular de la Tierra respecto del Sol en el perihelio será: L = rp·MT·vp
despejando la velocidad en el perihelio obtenemos

vp = 
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 = 3,02·104 m/s

ANÁLISIS DEL RESULTADO:
El hecho de que el momento angular de la Tierra respecto al Sol sea constante hace que la velocidad crezca en la misma proporción en la que disminuye la distancia al pasar por el perihelio.

En realidad la órbita elíptica terrestre, así como la del resto de los planetas, no son muy excéntricas, de modo que en muchas ocasiones se pueden considerar prácticamente circulares. El incremento de la velocidad de la Tierra entre el afelio y el perihelio es del orden del 3%, aunque relativamente bajo tiene sus implicaciones en la meteorología y climatología del planeta.

Otra cosa es la que sucede con los cometas cuyas órbitas son muy excéntricas, saliendo incluso del sistema solar, dando lugar a cambios en la velocidad importantes. En el caso del cometa Halley la velocidad en el perihelio es del orden de 59 veces mayor que la que lleva en el afelio.

8 L(J-98).- La nave espacial lunar Prospector permanece en órbita circular alrededor de la Luna a una altura de 100 km sobre su superficie. Determine: (a) La velocidad lineal de la nave y el periodo del movimiento. (b) La velocidad de escape a la atracción lunar desde esa órbita.

Datos: G = 6,67·10-11 N·m2·kg-2; ML = 7,36·1022 kg; RL = 1.740 km

Sol.: (a) v = 1,6 km/s ; T = 1,97 horas ; (b) ve = 2,31 km/s
Solución
a) Para que un objeto permanezca en órbita estable, a una altura h, alrededor de la Luna, debe moverse con una velocidad, v, tal que equilibre la fuerza de atracción gravitatoria, Fg, que la Luna ejerce sobre él 

Fg = m
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en donde r es el radio de la órbita, en este caso

r = RL + h = 1.740 + 100 = 1.840 km

Esta condición de estabilidad dinámica para el objeto en órbita, nos permite conocer la velocidad con la que debe moverse y, de forma inmediata, el período que es el tiempo, T, que tarda en recorrer la órbita completa cuya longitud será, L = 2(·r

b) La velocidad de escape de la nave es la velocidad mínima que ha de tener para que pueda escaparse del campo gravitatorio lunar, es decir la velocidad necesaria para que la nave se traslade desde donde está hasta el infinito (energía potencial gravitatoria cero), llegando a este punto con velocidad nula (energía cinética cero) 

Planteando el principio de conservación de la energía entre el punto en que se encuentra la nave y el infinito

Ec + Ep = 0
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obteniéndose la velocidad de escape de la nave desde el punto en donde se encuentra.

[image: image822.wmf]
RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
a) La condición de estabilidad en la órbita circular de radio r, para la nave de masa m será
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simplificando y despejando la velocidad

v = 
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sustituyendo los datos

v = 1633,4 m/s

La velocidad lineal de la nave es por tanto: v = 1,6 km/s

El período del movimiento será el tiempo que tarda la nave en recorrer con esta velocidad la longitud de la órbita.

T = 
[image: image103.wmf]v
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 = 7077,9 s

que expresado en horas será

T = 1,97 horas

b) En definitiva la velocidad de escape será la velocidad que ha de tener la nave para que su energía cinética contrarreste la energía potencial gravitatoria lunar
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sustituyendo los datos

ve = 2310 m/s

la velocidad de escape es por tanto

ve = 2,31 km/s

ANÁLISIS DEL RESULTADO:
Los resultados están de acuerdo con el hecho de que el campo gravitatorio lunar es menos intenso que el terrestre de modo que la velocidad de escape de la Luna es menor que la de la Tierra, unos 11,2 km/s desde el suelo del planeta.

Si calculamos la velocidad de escape a partir del suelo de la Luna el resultado sería parecido ya que los 100 km de altura a los que órbita la nave, aunque significativos, no suponen una altura excesivamente grande
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sustituyendo los datos

ve = 2375 m/s

la velocidad de escape es por tanto

ve = 2,375 km/s

parecida a la calculada anteriormente.

9 L(J-99).- El cometa Halley se mueve en una órbita elíptica alrededor del Sol. En el perihelio (posición más próxima) el cometa está a 8,75·107 km del Sol y en el afelio (posición más alejada) está a 5,26·109 km del Sol. (a) ¿En cuál de los puntos tiene el cometa mayor velocidad? ¿Y mayor aceleración? (b) ¿En qué punto tiene mayor energía potencial? ¿Y mayor energía mecánica?

Sol.: (a) vp > va ; ap > aa (b) Ep(perihelio) < Ea(afelio) ; Ec(perihelio) + Ep(perihelio) = Ec(afelio) + Ep(afelio)

Solución
a) La ley de las áreas asegura que el cometa debe barrer áreas iguales en tiempos iguales por tanto la velocidad del Halley tiene que ser mayor en el perihelio que en el afelio, ya que al ser radio menor en el perihelio la longitud de órbita recorrida en el mismo tiempo a de ser mayor con el fin de mantener el área barrida igual.

A las aceleraciones en el perihelio ap, y en el afelio aa, les ocurre lo mismo ya que los cambios de la velocidad del cometa por unidad de tiempo son mayores en el perihelio

ap > aa
(b) La energía potencial gravitatoria del cometa es

Ep = - G 
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de forma que cuanto menor sea la distancia al Sol rp, la energía potencial será mayor en valor absoluto y por tanto más negativa que en el afelio, en donde la distancia ra, es mayor y en consecuencia la energía menos negativa.

Ep(perihelio) < Ep(afelio)

La energía mecánica, suma de la cinética y potencial gravitatoria se mantiene constante a lo largo de toda la órbita del cometa de modo que

Ec(perihelio) + Ep(perihelio) = Ec(afelio) + Ep(afelio)

en el perihelio la energía cinética aumenta pero la energía potencial gravitatoria disminuye, mientras que en el afelio ocurre lo contrario, la cinética disminuye y la potencial aumenta de manera que la suma de ambas siempre tiene el mismo valor.

10 L(J-99).- Se coloca un satélite meteorológico de 1000 kg en órbita circular, a 300 km sobre la superficie terrestre. Determine: (a) La velocidad lineal, la aceleración radial y el periodo en la órbita. (b) El trabajo que se requiere para poner en órbita el satélite

Datos: Gravedad en la superficie terrestre g = 9,8 m/s2. Radio medio terrestre RT = 6370 km.

Sol.: (a) v = 7,7 km/s ; ac = 8,9 m/s2 ; T = 1,5 h ; (b) Ec = 3,3·1010 J

Solución
El segundo principio de la dinámica nos permite explicar la estabilidad de un satélite en órbita circular a una altura h de la superficie terrestre.

En efecto, la única fuerza sobre el satélite es la fuerza de atracción gravitatoria ejercida por la Tierra sobre el satélite, en consecuencia

Fg = m·ac
en donde m, es la masa del satélite y ac la aceleración centrípeta

Fg = m
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siendo v, el valor de la velocidad del satélite y r el radio de la trayectoria circular: r = RT + h

A partir de esta relación podemos obtener la velocidad lineal, la aceleración radial (centrípeta) y el periodo del satélite en la órbita.

Por otra parte la energía que hay que suministrar al satélite en la superficie terrestre para ponerlo en esta órbita de radio r, se puede resolver como una aplicación del principio de conservación de energía

Esuelo = Eórbita
En los ejercicios de gravitación es frecuente que no nos den los valores de la constante de gravitación G, ni el de la masa de la Tierra MT. En estos casos es útil recordar la expresión que da la variación del valor de la gravedad g, con la altura h respecto de la superficie terrestre

g = g0 
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en donde g0, es el valor de la gravedad en la superficie terrestre para r = RT.

Esta relación permite, mediante sencillas manipulaciones, realizar los cálculos sin necesidad de conocer los datos de la masa terrestre y la constante de gravitación ya que podemos realizar la sustitución

g = G 
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para cualquier valor de la distancia r, del centro de la Tierra al satélite.

RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
a) La fuerza de atracción gravitatoria entre la Tierra, de masa MT, y el satélite, de masa m, en órbita circular de radio r = RT + h es

Fg = G 
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por tanto, aplicando el segundo principio de la dinámica
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simplificando y despejando la velocidad del satélite

v = 
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multiplicando y dividiendo por r dentro de la raíz, obtenemos la velocidad en función del valor de la gravedad g a una distancia r del centro de la Tierra

v = 
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utilizando ahora la relación de g con la distancia obtenemos una expresión de la velocidad del satélite en función de datos conocidos

v = 
[image: image123.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image124.wmf]r

r

R

g

T

2

2

0

 = 
[image: image125.wmf]r

R

g

T

2

0

 = 
[image: image126.wmf]h

R

R

g

T

T

+

2

0


sustituyendo los datos, el valor de la velocidad será

v = 7721,3 m/s = 7,7 km/s

El valor de la aceleración radial es

ac = 
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 = 8,9 m/s2
El periodo T, tiempo que tarda el satélite en dar una vuelta completa en su órbita será

T = 
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 = 5427,7 s = 1,5 h

b) La energía en forma de energía cinética Ec, que se requiere para que, desde la superficie terrestre colocar el satélite a la altura h y con la velocidad v, será tal que

Esuelo = Eórbita
es decir

Ec - G
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despejando la energía cinética

Ec = 
[image: image133.wmf]2

1

 mv2 - G 
[image: image134.wmf]r

m

M

T

·

 + G
[image: image135.wmf]T

T

R

m

M

·


sacando factor común a G·MT·m en los dos últimos sumandos

Ec = 
[image: image136.wmf]2
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multiplicando y dividiendo por R2T en el segundo sumando

Ec = 
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quedando

Ec = 
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que podemos simplificar en la forma

Ec = 
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sustituyendo los datos obtenemos un valor para la energía

Ec = 3,3·1010 J

ANÁLISIS DEL RESULTADO:
Siempre que puedas y sepas, deberías resolver los ejercicios sin utilizar como datos valores que hayas obtenido en el desarrollo del ejercicio.

En este caso, se puede resolver el ejercicio sin utilizar el valor de la velocidad.

La aceleración se puede obtener directamente del segundo principio

ac = G 
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sustituyendo los datos que nos dan en el enunciado obtenemos el mismo valor que antes

ac = 8,9 m/s2
El periodo, T, también se puede obtener directamente del segundo principio escribiendo la aceleración como ac = (2·r 

(2·(RT + h) = g0 
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teniendo en cuenta que ( = 2(/T y despejando el periodo obtenemos

T = 
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sustituyendo los datos que nos dan en el enunciado obtenemos el mismo valor que antes para el periodo

T = 5.427,7 s = 1,5 h

En el caso del trabajo requerido para poner en órbita el satélite, la energía cinética del satélite en órbita se puede escribir, sustituyendo la velocidad al cuadrado por su valor, como
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quedando la expresión de la energía cinética pedida

Ec = 
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multiplicando y dividiendo por R2T en el primer sumando, podemos escribir

Ec = 
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sustituyendo los datos que nos dan en el enunciado obtenemos el mismo valor para la energía cinética

Ec = 3,3·1010 J

11 L(S-99).- La nave espacial Discovery, lanzada en octubre de 1998, describía en torno a la Tierra una órbita circular con una velocidad de 7,62 km/s. (a) ¿A qué altitud se encontraba? (b) ¿Cuál era su periodo? ¿Cuántos amaneceres contemplaban cada 24 horas los astronautas que viajaban en el interior de la nave?

Datos: G = 6,67·10-11 N·m2·kg-2 ; MT = 5,98·1024 kg ; RT = 6.370 km

Sol.: (a) h = 500 km ; (b) T = 5.664,8 s ; N = 15

Solución
La estabilidad dinámica, a una distancia r del centro de la Tierra, de la nave de masa m, en órbita circular alrededor de la Tierra  con velocidad v, se obtiene cuando se cumple

Fg = m
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de esta condición podemos obtener el radio de la órbita y con él la altura sobre el suelo terrestre.

RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
a) La ecuación de la estabilidad de la órbita para la nave será

G
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simplificando y despejando el radio de la órbita obtenemos

r = 
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sustituyendo los valores correspondientes

r = 
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 = 6,87·106 m = 6870 km

Por tanto la altura referida a la superficie terrestre será

h = r - RT = 6.870 - 6.370 = 500 km 

b) El periodo de la nave alrededor de la Tierra se calcula directamente

T = 
[image: image164.wmf]w

p

2

 = 
[image: image165.wmf]v

r

×

p

2


sustituyendo los datos

T = 
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 = 5664,8 s

que supone un tiempo para cada vuelta de T = 1,57 h/vuelta

En consecuencia en 24 horas la nave dará N vueltas

N = 
[image: image167.wmf]vuelta
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de manera que los astronautas que viajan en el interior de la nave verán 15 amaneceres.

12 L(J-00).- (a) Enuncie la primera y segunda ley de Kepler sobre el movimiento planetario. (b) Compruebe que la segunda ley de Kepler es un caso particular del teorema de conservación del momento angular.

Solución
a) Primera ley de Kepler: Las órbitas de los planetas alrededor del Sol son elípticas, ocupando éste uno de sus focos.

Segunda ley de Kepler: Las áreas barridas por los radios vectores, que unen el Sol con cada uno de los planetas, son iguales para tiempos iguales.

b) En los sistemas de fuerzas centrales, el momento de la fuerza respecto del centro de fuerzas es siempre nulo. Como

M = 
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Supongamos que un planeta tarda un tiempo dt en pasar de M hasta M’. El vector de posición r ha barrido en este tiempo un área dA. Este área es la mitad del área del paralelogramo formado por los vectores r y dr
dA = 
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si (L( es constante dA/dt también lo es. Por tanto las áreas barridas en tiempos iguales son iguales.

13 L(J-00).- Se pone en órbita un satélite artificial de 600 kg a una altura de 1200 km sobre la superficie de la Tierra. Si el lanzamiento se ha realizado desde el nivel del mar. Calcule: (a) Cuánto ha aumentado la energía potencial gravitatoria del satélite. (b) Qué energía adicional hay que suministrar al satélite para que escape a la acción del campo gravitatorio terrestre desde esa órbita.

Datos: G = 6,67·10-11 N·m2·kg-2 ; MT = 5,98·1024 kg ; RT = 6,37·106 m

Sol.: (a) ΔEp = 5.955,6·106 J; (b) ΔEp = 31.614,2·106 J

Solución
a) El incremento de energía potencial gravitatoria del satélite de masa m, entre la superficie de la Tierra y la órbita será

(Ep = Ep(f) – Ep(i) = - G 
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operando obtenemos

(Ep = G·MT·m 
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sustituyendo los valores numéricos

(Ep = 5.955,6·106 J

b) El satélite deja de sentir la influencia del campo gravitatorio cuando se encuentra en el infinito

(Ep = Ep(() – Ep(i) = 0 + G 
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sustituyendo los valores numéricos

(Ep = 31.614,2·106 J

14 L(S-00).- (a) ¿Con qué frecuencia angular debe girar un satélite de comunicaciones, situado en una órbita ecuatorial, para que se encuentre siempre sobre el mismo punto de la Tierra? (b) ¿A qué altura sobre la superficie terrestre se encontrará el satélite citado en el apartado anterior?

Datos: Gravedad en la superficie de la Tierra = 9,8 ms-2 ; Radio medio de la Tierra = 6,37·106 m

Sol.: (a) ( = 7,27·10-5 rad/s; (b) h = 35.846,2 km

Solución
a) El período de revolución del satélite debe ser igual que el de la Tierra T = 24 h, por tanto la frecuencia angular será
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b) Para que el satélite, de masa m, gire en órbita estable alrededor de la Tierra debe colocarse a una altura h tal que

m·(2·(RT + h) = G 
[image: image185.wmf]2

)

(

·

h

R

m

M

T

T

+

 = m·g

siendo g el valor de la aceleración de la gravedad a esa altura, que se puede escribir en función de la gravedad sobre la superficie terrestre, g0

g = g0
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Sustituyendo y despejando RT + h

RT + h = 
[image: image187.wmf]g
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por tanto la altura será

h = 35.846.159 m = 35.846,2 km

15 L(S-00).- Un satélite artificial de 200 kg gira en una órbita circular a una altura h sobre la superficie de la Tierra. Sabiendo que a esa altura el valor de la aceleración de la gravedad es la mitad del valor que tiene en la superficie terrestre, averiguar: (a) La velocidad del satélite. (b) Su energía mecánica.

Datos: Gravedad en la superficie de la Tierra = 9,8 ms-2 ; Radio medio de la Tierra = 6,37·106 m

Sol.: (a) v = 6.643,9 m/s; (b) E = - 490 J

Solución
a) La velocidad con que debe orbitar el satélite, de masa m, para quedar situado a esa altura de forma estable será tal que

G 
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en donde R = RT + h.

Simplificando y despejando la velocidad, obtenemos

v = 
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El valor de la aceleración de la gravedad disminuye con la altura de modo que

g = g0 
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como a esa altura el valor de g es la mitad que en la superficie terrestre
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La velocidad del satélite será
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b) La energía mecánica será la suma de la cinética y la potencial gravitatoria

E = 
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de forma que la energía queda como

E = - 
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16 L(J-02).- La velocidad angular con la que un satélite describe una órbita circular en torno al planeta Venus es (1 = 1,45·10-4 rad/s y su momento angular respecto al centro de la órbita es L1 = 2,2·1012 kgm2s-1. (a) Determine el radio r1 de la órbita del satélite y su masa. (b) ¿Qué energía sería preciso invertir para cambiar a otra órbita circular con velocidad angular (2 = 10-4 rad/s?

Datos: MV = 4,87·1024 kg; G = 6,67·10-11 N·m2·kg-2.

Sol.: a) r1 = 24906130 m; m = 24,46 kg; b) (E = 0,35·108 J

Solución

a) Para que el satélite esté en una órbita estable alrededor de Venus debe cumplirse:

G
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r1 = 24906130 m = 24906 km
Ahora, utilizando el dato del momento angular se obtiene la masa del satélite:

L1 = r1·m·v = m·(1·
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m = 24,46 kg

b) Vamos a calcular el radio de la nueva órbita con (2 = 10(4 rad/s:

r2 = 
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Como la energía del satélite en órbita estable es

E = 
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La energía que habrá que suministrar será

(E = E2 ( E1 = (1,25·108 ( ((1,6·108) = 0,35·108 J

17 L(J-04).- Plutón describe una órbita elíptica alrededor del Sol. Indique para cada una de las siguientes magnitudes si su valor es mayor, menor o igual en el afelio (punto más alejado del Sol) comparado con el perihelio (punto más próximo al Sol): (a) momento angular respecto a la posición del Sol; (b) momento lineal; (c) energía potencial; (d) energía mecánica.

Solución

a) El teorema de conservación del momento angular dice que para una partícula o sistema de partículas aislado (sin fuerzas exteriores al sistema), el momento angular se conserva. El sistema solar se puede considerar un sistema de fuerzas aislado de modo que en él, los planetas conservan su momento angular en su rotación alrededor del Sol.

b) La expresión del momento lineal es: p = m·v , además sabemos que según la segunda ley de Kepler se conserva la velocidad areolar y para que esto ocurra el valor de la velocidad tiene que ser diferente en los distintos puntos de la órbita, por tanto el valor del momento lineal será diferente en el afelio y en el perihelio.

c) La energía potencial depende de la distancia a la que se encuentran los dos cuerpos de modo que como el afelio y el perihelio se caracterizan por estar a diferente distancia, en ellos el valor de la energía potencial será diferente.

d) En un campo de fuerzas conservativo, se conserva la suma de las energías cinética y potencial, es decir se conserva el valor de la energía mecánica. El sistema solar es un campo de fuerzas conservativo ya que en él, el trabajo que se realiza para trasladar una partícula entre dos puntos, depende de las posiciones inicial y final de la misma y no de la trayectoria seguida. Como consecuencia la energía mecánica tiene el mismo valor en el afelio y en el perihelio.

18 L(S-04).- La luz solar tarda 8,31 minutos en llegar a la Tierra y 6,01 minutos en llegar a Venus. Suponiendo que las órbitas descritas por ambos planetas son circulares determine: (a) el periodo orbital de Venus en torno al Sol sabiendo que el de la Tierra es de 365,25 días; (b) la velocidad con que se desplaza Venus en su órbita.

Dato: Velocidad de la luz en el vacío c = 3·108 m/s.

Sol.: a) TV = 229,37 días; b) v = 34,9 km/s

Solución

a) Calculamos el radio de órbita de cada planeta.

RT = c·t = 3·108 · 8,31·60 = 1,5·1011 m

RV = c·t = 3·108 · 6,01·60 = 1,1·1011 m

Aplicamos la tercera ley de Kepler que dice que el cuadrado del periodo de los planetas es

proporcional al cubo de los radios de sus órbitas:
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b) Venos tarda 229,37 días en recorrer 2(RV metros, por tanto
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19 L(S-04).- Un planeta esférico tiene 3200 km de radio y la aceleración de la gravedad en su superficie es de 6,2 m/s2. Calcule: (a) La densidad media del planeta y la velocidad de escape desde su superficie. (b) La energía que hay que comunicar a un objeto de 50 kg de masa para lanzarlo desde la superficie del planeta y ponerlo en órbita circular alrededor del mismo, de forma que su periodo sea de 2 horas.

Datos: G = 6,67·10-11 N·m2·kg-2
Sol.: a) d = 6949 kg/m3; ve = 6,3 km/s; b) Ec0 = 6,3·108 J
Solución

 a) De la expresión que nos proporciona el valor del campo gravitatorio, despejamos el valor

de la masa del planeta:

g0 = G
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El valor de la densidad se obtiene a partir de la relación entre la masa y el volumen.
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Para calcular su velocidad de escape igualamos a cero el valor de la energía de un supuesto cuerpo de masa “m” que se encuentre en su superficie.


[image: image241.wmf]2

1

m
[image: image242.wmf]2

e

v

( G
[image: image243.wmf]R

m

M

×

= 0   (   ve = 
[image: image244.wmf]R

M

G

×

2

= 
[image: image245.wmf]6

23

11

10

2

,

3

10

52

,

9

10

67

,

6

2

×

×

×

×

×

-

= 6299,7 m/s

ve = 6,3 km/s

b) Para que el objeto esté en órbita estable con ese periodo, el radio de la órbita tiene que cumplir
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r = 4368738 m

La energía de un satélite en una órbita estable es:

E = 
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Aplicando el principio de conservación de la energía, el satélite debe ser lanzado con una Ec0 que sumada a la potencial que posee en la superficie del planeta sea igual al total de la energía en la órbita.

Ec0 (G
[image: image253.wmf]R

m

M

×

 = (
[image: image254.wmf]2

1

G
[image: image255.wmf]r

m

M

×

   (   Ec0 = G
[image: image256.wmf]R

m

M

×

(
[image: image257.wmf]2

1

G
[image: image258.wmf]r

m

M

×

 = G·M·m
[image: image259.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

r

R

2

1

1


Ec0 = 6,67·10(11·9,52·1023·50
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20 L(J-05). a) Deduzca la expresión de la energía cinética de un satélite en órbita circular alrededor de un planeta en función del radio de la órbita y de las masas del satélite y del planeta.

b) Demuestre que la energía mecánica del satélite es la mitad de su energía potencial.

Solución

a) La expresión de la energía cinética es:

Ec = 
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obtenemos el valor de la velocidad a partir de la fuerza centrípeta:
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sustituyendo en la expresión de la energía cinética:

Ec = 
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b) La energía mecánica es la suma de la energía cinética y la potencial
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Que es la mitad de la energía potencial

21 L(J-09).- Un satélite artificial de 500 kg que describe una órbita circular alrededor de la Tierra se mueve con una velocidad de 6,5 km/s. Calcule:

a) La energía mecánica del satélite.

b) La altura sobre la superficie de la Tierra a la que se encuentra.

Datos: MT = 5,98·1024 kg; RT = 6,37·106 m; G = 6,67·10(11 N·m2·kg(2.

Sol.: a) EM = ( 1,05·1010 J; b) h = 3,07·106 m

Solución
a) EM = 
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, por tanto, sustituyendo en la ecuación de la energía mecánica: EM = (
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b) Del apartado anterior

R = 
[image: image280.wmf]2

v

GM

= 
[image: image281.wmf]2

24

11

6500

10

98

,

5

10

67

,

6

×

×

×

-

= 9,44·106 m, por tanto, la altura respecto a la superficie terrestre será: h = R ( RT = 3,07·106 m

22 L(J-09).- Suponiendo que los planetas Venus y la Tierra describen órbitas circulares alrededor del Sol, calcule:

a) El periodo de revolución de Venus.

b) Las velocidades orbitales de Venus y de la Tierra.

Datos: Distancia de la Tierra al Sol: 1,49·1011 m; Distancia de Venus al Sol: 1,08·1011 m; Periodo de revolución de la Tierra: 365 días.

Sol.: a) TV = 225,24 días; b) vV = 34,87 km/s; vT = 29,69 km/s.

Solución
a) De las expresiones de estabilidad de un satélite en órbita alrededor del Sol de masa MS: 
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23 L(S-09).- Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) El valor de la velocidad de escape de un objeto lanzado desde la superficie de la Tierra depende del valor de la masa del objeto.

b) En el movimiento elíptico de un planeta en torno al Sol la velocidad del planeta en el perihelio (posición más próxima al Sol) es mayor que la velocidad en el afelio (posición más alejada del Sol)

Solución

a) FALSA. La velocidad de escape, ve, de un objeto de masa m, situado en la superficie  terrestre es la velocidad mínima que hay que dar al objeto, situado sobre la superficie terrestre, para que salga del campo de atracción gravitatorio creado por la masa de la Tierra, MT. En definitiva es la velocidad que hay que dar al objeto para colocarlo (energía cinética del objeto cero) en el infinito, donde el potencial gravitatorio creado por la Tierra es cero (energía potencial gravitatoria del objeto cero).

Como la energía del objeto se conserva

Esuperficie terrestre = Einfinito
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siendo RT el radio de la Tierra. Despejando la velocidad de escape se obtiene
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En consecuencia la velocidad de escape no depende de la masa del objeto.

b) VERDADERA. La segunda ley de Kepler afirma que el planeta debe barrer áreas iguales en tiempos iguales, por tanto, en el perihelio, donde el radio es más pequeño, se debe recorrer, en el mismo tiempo, mayor longitud de trayectoria que en el afelio donde el radio es mayor.

24 .- Desde un punto de la superficie terrestre se lanza verticalmente hacia arriba un objeto de 100 kg que llega hasta una altura de 300 km. Determine:

a) La velocidad de lanzamiento.

b) La energía potencial del objeto a esa altura.

Si estando situado a la altura de 300 km, queremos convertir el objeto en satélite de forma que se ponga en órbita circular alrededor de la Tierra:

c) ¿Qué energía adicional habrá que comunicarle?

d) ¿Cuál será la velocidad y el periodo del satélite en esa órbita?

Datos: G = 6,67·10(11 Nm2kg-2; RT = 6370 km ; MT = 5,98·1024 kg

Sol.: a) v = 2373 m/s; b) Ep = (5,98·109 J; c) (E =2,99·109 J; d) v = 7733 m/s; T = 5419,5 s

Solución

a) Suponiendo que no existen fuerzas no conservativas, podemos utilizar el principio de conservación de la energía mecánica

Em(i) = Em(f)
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despejando la velocidad obtenemos
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b) La energía potencial a esa altura será

Ep = (G
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c) La energía, en órbita estable alrededor de la Tierra, de un objeto a una altura h es

Eh = (
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Por tanto la energía adicional que habrá que comunicar al objeto será

(E = Eh ( Ep = 2,99·109 J
d) Para que el objeto mantenga una órbita circular a esa altura la velocidad que hay que comunicarle será tal que

Fg = m
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El periodo es el tiempo que tarda en dar una vuelta completa
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25 .- a) ¿Cuál es el periodo de un satélite artificial que gira alrededor de la Tierra en una órbita circular cuyo radio es un cuarto del radio de la órbita lunar?

b) ¿Cuál es la relación entre la velocidad del satélite y la velocidad de la Luna en sus respectivas órbitas?

Dato: Periodo de la órbita lunar TL = 27,32 días.

Sol.: a) T = 3,42 días; b) vs = 2·vL.

Solución

a) La tercera ley de Kepler proporciona una relación entre los periodos y los radios de las órbitas de satélites alrededor de un planeta.
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sustituyendo el radio del satélite
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b) las velocidades se pueden escribir como:
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La velocidad del satélite es el doble que la de la Luna.

26 LE(J-10).- a) Enuncie la 2ª ley de Kepler. Explique en qué posiciones de la órbita elíptica la velocidad del planeta es máxima y dónde es mínima.

b) Enuncie la 3ª ley de Kepler. Deduzca la expresión de la constante de esta ley en el caso de órbitas circulares.

Solución
[image: image823.wmf]a) El enunciado de la segunda ley de Kepler o ley de las áreas es:

En su movimiento, el radio vector de cualquiera de los planetas respecto del Sol, barre áreas iguales en tiempos iguales.

En la zona más cercana al Sol (perihelio) el planeta debe recorrer mas longitud de trayectoria, en el mismo tiempo, que cuando se encuentra más alejado del Sol (afelio) con el fin de que su radio vector, barra la misma cantidad de área, A. En consecuencia la velocidad en la zona del perihelio debe ser mayor que en la zona del afelio.

b) El enunciado de la tercera ley de Kepler o ley de los periodos es:

El cuadrado de los periodos de revolución de los planetas alrededor del Sol son proporcionales a los cubos de las distancias medias de los respectivos planetas al Sol.

El valor de la velocidad, v, con que debe moverse un planeta, de masa m, alrededor del Sol para mantener una órbita circular de radio R, estable se obtiene directamente del segundo principio de la dinámica
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esta velocidad se puede expresar también en función del periodo de revolución, T, del planeta alrededor del Sol

v = 
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igualando las dos expresiones
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despejando el periodo

T = 2(·R
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elevando al cuadrado miembro a miembro se obtiene

T2 = 
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de forma que el cuadrado del periodo de revolución es proporcional al cubo del radio siendo la constante de proporcionalidad Cte.
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27 LEJ(-10).- Io, un satélite de Júpiter, tiene una masa de 8,9·1022 kg, un periodo orbital de 1,77 días, y un radio medio orbital de 4,22·108 m. Considerando que la órbita es circular con este radio, determine:

a) La masa de Júpiter.

b) La intensidad de campo gravitatorio, debida a Júpiter, en los puntos de la órbita de Io.

c) La energía cinética de Io en su órbita.

d) El módulo del momento angular de Io respecto al centro de su órbita.

Datos: Constante de gravitación universal G = 6,67·10(11 N·m2·kg-2
Sol.: a) MJ = 1,90·1027 kg; b) g = 0,71 m/s2; c) Ec = 1,34·1031 J; d) l = 6,51·1035 kg m2/s

Solución
La velocidad orbital de Io, alrededor de Júpiter se puede obtener a partir de su periodo expresado en segundos, T, y el radio de la órbita, R:
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a) La estabilidad en la órbita viene descrita por

Fg = m
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donde m, es la masa de Io.

despejando la masa de Júpiter, MJ
MJ = 
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b) El valor de la intensidad de campo gravitatorio debida a Júpiter a esa distancia será

g = G
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La dirección del campo es la del radio de Júpiter y el sentido hacia el centro de Júpiter.

c) La energía cinética de Io en su órbita alrededor de Júpiter es

Ec = 
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8,9·1022·17338,252 = 1,34·1031 J

d) El módulo del momento angular de Io respecto al centro de su órbita será

l = R·m·v·sin (   (   l = R·m·v

ya que la velocidad y el radio son perpendiculares

I = 4,22·108·8,9·1022·17338,25 = 6,51·1035 kg m2/s

28 LE(J-10).- a) Deduzca la expresión de la energía cinética de un satélite en órbita circular alrededor de un planeta en función del radio de la órbita y de las masas del satélite y del planeta.

b) Demuestre que la energía mecánica del satélite es la mitad de su energía potencial.

Solución
a) La energía cinética de un satélite de masa m, que gira en órbita estable, supuesta circular de radio R, con velocidad v, alrededor de un planeta de masa M, es: Ec = 
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por tanto

Ec = 
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b) La energía mecánica del satélite es

Em = Ec + Ep = 
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utilizando la expresión anterior de la energía cinética

Em =
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La energía mecánica es constante e igual a la mitad de la energía potencial gravitatoria en la órbita.

29 LE(J-10).- Un satélite de 1000 kg de masa describe una órbita circular de 12·103 km de radio alrededor de la Tierra. Calcule:

a) El módulo del momento lineal y el módulo del momento angular del satélite respecto al centro de la Tierra. ¿Cambian las direcciones de estos vectores al cambiar la posición del satélite en su órbita?

b) El periodo y la energía mecánica del satélite en la órbita.

Datos: Constante de gravitación universal G = 6,67·10(11 N·m2·kg(2;

Masa de la Tierra MT = 5,98·1024 kg

Sol.: a) p = 5,77·106 kg·m/s; L = 6,92·1013 kg·m2/s; b) T = 13078 s; E = (1,66·1010 J

Solución

a) El momento lineal del satélite es, p = m·v, la dirección y el sentido son los de la velocidad, por tanto este vector cambia de dirección constantemente ya que se mantiene tangente a la trayectoria. El módulo es

p = m·v
La velocidad del satélite en la órbita viene determinada por la dinámica del sistema

Fg = m
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sustituyendo los valores

v = 
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El módulo del momento lineal será

p = 1000·5765,3 = 5,77·106 kg·m/s

El momento angular del satélite respecto al centro de la Tierra es, L = r x p, la dirección es perpendicular al plano que forman los vectores r y p, de forma que este vector no cambia la dirección al cambiar la posición del satélite que describe una órbita plana, y el sentido, como se muestra en la figura, el de avance de un tornillo que gira en el sentido contrario a las agujas de un reloj. El módulo, al ser la velocidad perpendicular al radio de la trayectoria es

L = r·p·sin 90º = r·p   (   L = 12·106·5,77·106 = 6,92·1013 kg·m2/s

b) El periodo orbital es
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La energía mecánica del satélite, en órbita estable alrededor de la Tierra coincide con la mitad de la energía potencial del satélite

Em = (
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30 LE(S-10).- Un satélite artificial de 100 kg se mueve en una órbita circular alrededor de la Tierra con una velocidad de 7,5 km/s. Calcule:

a) El radio de la órbita.

b) La energía potencial del satélite.

c) La energía mecánica del satélite.

d) La energía que habría que suministrar a este satélite para que cambiara su órbita a otra con el doble de radio.

Datos:
Constante de Gravitación Universal     G = 6,67·10(11 Nm2kg(2

Radio de la Tierra     RT = 6370 km ; Masa de la Tierra     MT = 5,98·1024 kg

Sol.: a) R = 7091 m; b) Ep = (5,62·1012 J; c) Em = (2,81·1012 J; d) (E = 1,405·1012 J
Solución
a) La condición de estabilidad de la órbita de radio R del satélite, alrededor de la Tierra es

Fg = m
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b) La energía potencial del satélite en la órbita de radio R será

Ep = (G
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c) La energía mecánica del satélite en órbita estable coincide con la mitad de su energía potencial, por tanto

Em = 
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d) La energía que habrá que suministrar será la diferencia de energías entre ambas órbitas.

La energía en la órbita de radio 2R será

E’m = (
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Habrá que proporcionar una energía

(E = E’m ( Em   (   (E = (1,405·1012 ( ((2,81·1012) = 1,405·1012 J
31 LE(S-10).- Considerando que la órbita de la Luna alrededor de la Tierra es una órbita circular, deduzca:

a) La relación entre la energía potencial gravitatoria y la energía cinética de la Luna en su órbita.

b) La relación entre el periodo orbital y el radio de la órbita descrita por la Luna.

Sol.: a) Ep = (2·Ec; b) T2 = Cte·R3
Solución
a) La energía mecánica de la Luna en su órbita estable alrededor de la Tierra coincide con la mitad de la energía potencial en la órbita
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La energía potencial es, en valor absoluto, igual al doble de la energía cinética.

b) El valor de la velocidad, v, con que debe moverse la Luna, de masa m, alrededor de la Tierra para mantener una órbita circular de radio, R estable, se obtiene directamente del segundo principio de la dinámica
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esta velocidad se puede expresar también en función del periodo de revolución, T, de la Luna alrededor de la Tierra
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igualando las dos expresiones
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despejando el periodo

T = 2(·R
[image: image402.wmf]T

M

G

R

×


elevando al cuadrado miembro a miembro se obtiene

T2 = 
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de forma que el cuadrado del periodo de revolución es proporcional al cubo del radio siendo la constante de proporcionalidad
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32 LE(S-10).- Un cometa se mueve en una órbita elíptica alrededor del Sol. Explique en qué punto de su órbita, afelio (punto más alejado del Sol) o perihelio (punto más cercano al Sol) tiene mayor valor:

a) La velocidad.

b) La energía mecánica.

Solución
[image: image825.wmf]a) La segunda ley de Kepler afirma que en su movimiento, el radio vector de cualquiera de los planetas respecto del Sol, barre áreas iguales en tiempos iguales, por tanto, en la zona más cercana al Sol (perihelio) el planeta debe recorrer mas longitud de trayectoria, en el mismo tiempo, que cuando se encuentra más alejado del Sol (afelio) con el fin de que su radio vector, barra la misma cantidad de área, A. En consecuencia la velocidad en la zona del perihelio debe ser mayor que en la zona del afelio.

b) Las fuerzas gravitatorias son conservativas, en consecuencia, la energía mecánica se mantiene constante a lo largo de la órbita estable del cometa, por tanto vale lo mismo en el perihelio y en afelio.

33 LE(S-10).- Un asteroide está situado en una órbita circular alrededor de una estrella y tiene una energía total de (1010 J. Determine:

a) La relación que existe entre las energías potencial y crética del asteroide.

b) Los valores de ambas energías potencial y cinética.

Sol.: b) Ep = (2·1010 J; Ec = 1010 J

Solución
a) La energía mecánica del asteroide en órbita circular estables se puede expresar como ña mitad de la energía potencial del asteroide, de forma que

Ec + Ep = 
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b) La energía potencial será

Em =
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La energía cinética la obtenemos de la relación entre ambas encontrada en el apartado anterior
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34 .- Un planeta orbita alrededor de una estrella de masa M. La masa del planeta es m = 1024 kg y su órbita es circular de radio r = 108 km y periodo T = 3 años terrestres. Determine:

a) La masa M de la estrella.

b) La energía mecánica del planeta.

c) El módulo del momento angular del planeta respecto al centro de la estrella.

d) La velocidad angular de un segundo planeta que describiese una órbita circular de radio igual a 2 r alrededor de la estrella.

Datos: Constante de Gravitación Universal G = 6,67·10-11 N m2 kg-2
Considere 1 año terrestre = 365 días

Sol.: a) M = 6,61·1028 kg; b) Em = (2,20·1031 J; c) L = 6,64·1038 kgm2/s; d) (’ = 2,35·10(8 rad/s
Solución 
a) El valor de la velocidad, v, con que debe moverse un planeta, de masa m, alrededor de una estrella de masa M para mantener una órbita circular de radio r, estable se obtiene directamente del segundo principio de la dinámica
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esta velocidad se puede expresar también en función del periodo de revolución, T, del planeta alrededor de la estrella
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despejando la masa de la estrella
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b) La energía mecánica del planeta en órbita circular estable es

Em = (
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c) El momento angular del satélite en órbita circular de radio r, respecto al centro de la estrella es

L = r x p = r x m·v
donde la velocidad v en la órbita circular estable será

v2 = G
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como los vectores r y v son perpendiculares, el módulo del momento angular será

L = r·m·v   (   L = 1011·1024·6640 = 6,64·1038 kgm2/s

d) Un segundo planeta que describiese una órbita circular de radio r’ = 2r, lo haría, según la tercera ley de Kepler, con un periodo T’, tal que


[image: image427.wmf]3

2

r

T

=
[image: image428.wmf]3

2

'

'

r

T

   (   
[image: image429.wmf]3

2

r

T

=
[image: image430.wmf](

)

3

2

2

'

r

T

   (   T’2 = 8·T2   (   T’ = 2
[image: image431.wmf]2

T

la velocidad angular sería

(’ =
[image: image432.wmf]'

2

T

p

   (   (’ =
[image: image433.wmf]T

×

2

2

2

p

   (   (’ =
[image: image434.wmf]3600

24

365

3

2

×

×

×

×

p

= 2,35·10(8 rad/s

35 .- Dos satélites de masas mA y mB describen sendas órbitas circulares alrededor de la Tierra, siendo sus radios orbitales rA y rB respectivamente. Conteste razonadamente a las siguientes preguntas:

a) Si mA = mB y rA > rB, ¿cuál de los dos satélites tiene mayor energía cinética?

b) Si los dos satélites estuvieran en la misma órbita (rA = rB) y tuviesen distinta masa (mA < mB), ¿cuál de los dos tendría mayor energía cinética?

Solución 
a) El valor de la velocidad, v, con que debe moverse un satélite, de masa m, alrededor de la Tierra para mantener una órbita circular de radio r, estable se obtiene directamente del segundo principio de la dinámica
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La energía cinética de los satélites es

Ec(A) =
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Si las masas son iguales
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será mayor la del satélite de menor radio, es decir del B.

b) Si los radios de las órbitas son iguales
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será mayor la del satélite con mayor masa, es decir, el B.

36 LE(J-11).- Un satélite que gira con la misma velocidad angular que la Tierra (geoestacionario) de masa m = 5·103 kg, describe una órbita circular de radio r = 3,6·107 m. Determine:

a) La velocidad areolar del satélite.

b) Suponiendo que el satélite describe su órbita en el plano ecuatorial de la Tierra, determine el módulo, la dirección y el sentido del momento angular respecto de los polos de la Tierra.

Dato: Periodo de rotación terrestre = 24 h.

Sol.: a) va = 4,7·1010 m2/s; b) L = 4,7·1014 kg m2 s(1.

Solución 
a) La velocidad areolar es el área barrida por el radio vector del satélite respecto de la Tierra, A, en la unidad de tiempo.

va = 
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[image: image826.wmf]El satélite, que tiene la misma velocidad angular que la Tierra, da una vuelta completa, A = (r2, en T = 24 h.
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sustituyendo los datos en el sistema internacional de unidades
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b) El vector momento angular del satélite respecto de los polos de la Tierra es el producto vectorial de su vector posición, r, respecto al centro de la Tierra, por el momento lineal del satélite, p = mv.

L = r x mv

[image: image827.wmf]Este vector tiene como dirección el plano que forman los vectores r y v, en este caso un plano que coincide con el plano ecuatorial de la Tierra.

El sentido del vector es el de avance de un tornillo que gira en el sentido en que lo hace el satélite. En este caso el sentido será el que indica la figura, del polo sur hacia el polo norte terrestre.

El módulo del producto vectorial es

L = r·mv·sin (
donde ( es el ángulo que forman los vectores r y v, que en este caso es de 90º, por tanto

L = r·mv

El valor de la velocidad del satélite que recorre una órbita en un tiempo T = 24 h, es

v =
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En consecuencia el módulo del momento angular del satélite es

L = 3,6·107 (m) · 5·103 (kg)· 2618 (m/s) = 4,7·1014 kg m2 s(1
37 LE(J-11).- Sabiendo que el periodo de revolución lunar es de 27,32 días y que el radio de la órbita es R = 3,84·108 m, calcule:

a) La constante de gravitación universal, G (obtener su valor a partir de los datos del problema).

b) La fuerza que la Luna ejerce sobre la Tierra y la de la Tierra sobre la Luna.

c) El trabajo necesario para llevar un objeto de 5000 kg desde la Tierra hasta la Luna. (Despreciar los radios de la Tierra y de la Luna, en comparación con la distancia)

d) Si un satélite se sitúa entre la Tierra y la Luna a una distancia de la Tierra de R/4, ¿Cuál es la relación de fuerzas debidas a la Tierra y a la Luna?

Datos: Masa de la Tierra MT = 5,98·1024 kg; masa de la Luna ML = 7,35·1022 kg; Radio de la Tierra 6,37·106 m; radio de la Luna 1,74·106 m.

Sol.: a) G = 6,71·10(11 N m2kg(2; b) F = 2·1020 N; c) W = (3,1·1011 J; d) FLS = 1,4·10(3·FTS.

Solución 
[image: image828.wmf]a) La Luna gira alrededor de la Tierra en una órbita estable prácticamente circular, de forma que su velocidad debe cumplir
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la velocidad se puede expresar también en función del periodo de revolución, T, del satélite alrededor de la Tierra
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despejando la constante de gravitación

G = 
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[image: image829.wmf]b) La fuerza que la Luna ejerce sobre la Tierra es igual, en módulo, a la fuerza que la Tierra ejerce sobre la Luna
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La dirección, la misma para ambas fuerzas, es la línea que une los centros de la Tierra y la Luna.

Los sentidos son contrarios y de atracción.

c) El trabajo que tenemos que hacer para llevar un cuerpo de masa m = 5000 kg desde la Tierra hasta la Luna será el incremento de la energía potencial

W = (Ep = (G
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[image: image830.wmf]d) La distancia desde el centro de la Tierra a la que se sitúa el satélite será
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El módulo de la fuerza que la Tierra ejerce sobre el satélite de masa m, es

FTS = G
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El módulo de la fuerza que la Luna ejerce sobre el satélite de masa m, es

FLS = G
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La relación entre ellas es
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La fuerza que ejerce la Luna sobre el satélite es del orden de la milésima parte de la que ejerce la Tierra sobre el satélite.

38 LE(S-11).- Una sonda especial de masa m = 1000 kg se encuentra situada en una órbita circular alrededor de la Tierra de radio r = 2,26 RT, siendo RT el radio de la Tierra.

a) Calcule la velocidad de la sonda en esa órbita.

b) ¿Cuánto vale su energía potencial?

c) ¿Cuánto vale su energía mecánica?

d) ¿Qué energía hay que comunicar a la sonda para alejarla desde dicha órbita hasta el infinito?

Datos:
Constante de Gravitación Universal     G = 6,67×10(11 N m2 kg(2

Radio de la Tierra     RT = 6,37×106 m

Masa de la Tierra     MT = 5,98×1024 kg

Solución
a) El valor de la velocidad, v, con que debe moverse la sonda, de masa m, alrededor de la Tierra para mantener una órbita circular de radio r, estable se obtiene directamente del segundo principio de la dinámica
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Sustituimos los datos
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b) La energía potencial de la sonda en la órbita es
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c) La energía mecánica de la sonda en la órbita es la mitad de su energía potencial

Em = 
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d) La energía que hay que suministrar sería

W = E(∞) ( E(r) = 0 ( ((1,385×1010) = 1,385×1010 J
39 .- Se ha descubierto un planeta esférico de 4100 km de radio y con una aceleración de la gravedad en su superficie de 7,2 m s(2.

a) Calcule la masa del planeta.

b) Calcule la energía mínima necesaria que hay que comunicar a un objeto de 3 kg de masa para lanzarlo desde la superficie del planeta y situarlo a 1000 km de altura de la superficie, en una órbita circular en torno al mismo.

Datos: Constante de la gravitación universal  G = 6,672×10-11 Nm2 /kg2
Solución
a) El campo gravitatorio creado por un planeta esférico de radio R, y masa M, en su superficie es

g0 = G
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b) La energía mecánica de un objeto en órbita estable de radio r, es igual a la mitad de su energía potencial en la órbita

E = (
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En consecuencia al aplicar el principio de conservación de energía entre la superficie del planeta y la altura de la órbita, tenemos

Ec ( G 
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Ec = 6,67×10(11×1,814×1024×3
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   (   Ec = 5,3×107 J
40 .- Un satélite artificial esta situado en una órbita circular en torno a la Tierra a una altura de su superficie de 2500 km. Si el satélite tiene una masa de 1100 kg:

a) Calcule la energía cinética del satélite y su energía mecánica total.

b) Calcule el módulo del momento angular del satélite respecto al centro de la Tierra.

Datos: Constante de la gravitación universal  G = 6,672×10-11 Nm2 /kg2; Radio de la Tierra = 6370 km; Masa de la Tierra = 5,98×1024 kg.

Solución
a) El valor de la velocidad, v, con que debe moverse un planeta, de masa m, alrededor de la Tierra para mantener una órbita estable y circular de radio r = RT + h, se obtiene directamente del segundo principio de la dinámica
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Por tanto la energía cinética será
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La energía mecánica del satélite en órbita estable de radio r, es igual a la mitad de su energía potencial en la órbita

E = (
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b) El satélite en la órbita en la que esta situado lleva una velocidad de

v =
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El momento angular del satélite respecto al centro de la Tierra es, en módulo

ℓ = r m v     (     ℓ = 8,87×106×1100×6706,8 = 6,54×1013 kg m2/s
41 LE(J-12).- Un satélite de masa m gira alrededor de la Tierra describiendo una órbita circular a una altura de 2×104 km sobre su superficie.

a) Calcule la velocidad orbital del satélite alrededor de la Tierra.

b) Suponga que la velocidad del satélite se anula repentinamente e instantáneamente y éste empieza a caer sobre la Tierra. Calcule la velocidad con la que llegaría el satélite a la superficie de la misma. Considere despreciable el rozamiento del aire.

Datos: G = 6,67×10-11 Nm2kg-2; RT = 6,37×106 m ; MT = 5,98×1024 kg

Sol.: a) v = 3889,18 m/s; b) v = 9745,8 m/s

Solución
a) La condición de estabilidad dinámica en la órbita circular del satélite viene expresada por

Fg = m·ac
G
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Donde, si llamamos h a la altura sobre la superficie terrestre a la que se encuentra el satélite

r = RT + h

Simplificamos y despejamos el valor de la velocidad

v2 = G
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Sustituimos los valores numéricos en el sistema internacional
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La dirección de la velocidad es tangente a la trayectoria en todo instante y su sentido el del movimiento del satélite.

b) Como el campo gravitatorio es conservativo si despreciamos los rozamientos podemos utilizar la conservación de la energía mecánica para calcular la velocidad con la que llegaría el satélite a la superficie terrestre.

Em(órbita) = Em(superficie terrestre)
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42 LE(J-12).- Una nave espacial de 3000 kg de masa describe, en ausencia de rozamiento, una órbita circular en torno a la Tierra a una distancia de 2,5×104 km de su superficie. Calcule:

a) El periodo de revolución de la nave espacial alrededor de la Tierra.

b) Las energías cinética y potencial de la nave en dicha órbita.

Datos: G = 6,67×10-11 Nm2kg-2; RT = 6,37×106 m ; MT = 5,98×1024 kg

Sol.: a) T = 15,35 h; b) Ec = 1,91×1010 J; Ep = (3,82×1010 J

Solución

a) La condición de estabilidad en la órbita circular de la nave viene expresada por

Fg = m·ac
G
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Si llamamos h a la altura sobre la superficie terrestre a la que se encuentra el satélite

r = RT + h

Simplificamos y despejamos el valor de la velocidad

v2 = G
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Sustituimos los valores numéricos en el sistema internacional
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La dirección de la velocidad es tangente a la trayectoria en todo instante y su sentido el del movimiento del satélite.

El tiempo T, que tarda el satélite en recorrer una órbita completa, de longitud L = 2(r con una velocidad, v, cuyo valor es constante sería

v = L/T   (    T = L/v = 2(r/v

T = 
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Dividimos por 3.600 s/h para expresarlo en horas se tiene

T = 15,35 h

b) La energía cinética en la órbita circular será

Ec = 
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La energía potencial gravitatoria en la órbita será

Ep = (G
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43 LE(S-12).- Un satélite artificial de 400 kg describe una órbita circular de radio 5/2 RT alrededor de la Tierra. Determine:

a) El trabajo que hay que realizar para llevar al satélite desde la órbita circular de radio 5/2 RT a otra órbita circular de radio 5 RT y mantenerlo en dicha órbita.

b) El periodo de rotación del satélite en la órbita de radio 5 RT.

Datos: G = 6,67×10-11 Nm2kg-2; RT = 6,37×106 m ; MT = 5,98×1024 kg

Solución

a) El trabajo que hay que realizar será la variación de la energía del satélite entre las dos órbitas estables

W = Em(2) − Em(1) = (
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b) En la órbita estable de radio 5RT se cumple

G
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44 LE(S-12).- La aceleración de la gravedad en la Luna es 0,166 veces la aceleración de la gravedad en la Tierra y el radio de la Luna es 0,273 veces el radio de la Tierra. Despreciando la influencia de la Tierra y utilizando exclusivamente los datos aportados, determine:

a) La velocidad de escape de un cohete que abandona la Luna desde su superficie.

b) El radio de la órbita circular que describe un satélite en torno a la Luna si su velocidad es de 1,5 km s−1.
Datos: G = 6,67×10-11 Nm2kg-2; RT = 6,37×106 m ; MT = 5,98×1024 kg

Solución

a) La velocidad de escape se calcula como la mínima velocidad que hay que dar al cohete situado en la superficie del satélite para colocarlo en el infinito:
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La masa de la Luna la podemos obtener de los datos suministrados y de las relaciones con los datos de la Tierra
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ML =0,166×0,2732 MT     (     ML = 0,166×0,2732×5,98×1024 = 7,40×1022 kg

El radio de la Luna es

RL = 0,273 RT     (     RL = 0,273×6,37×106 = 1,74×106 m

La velocidad de escape de la Luna es

ve = 
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b) La condición para la estabilidad en la órbita será:

Fg = m·ac
G
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Despejamos el radio

R = G 
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45 .- Una nave espacial de 800 kg de masa describe una órbita circular de 6000 km de radio alrededor de un planeta. Sabiendo que la energía mecánica de la nave es EM = (3,27× 108 J, determine:

a) La masa del planeta.

b) La velocidad angular de la nave en su órbita.

Datos: Constante de la Gravitación Universal, G = 6,67×10-11 Nm2kg-2
Solución

a) La energía mecánica de un objeto en órbita estable de radio r, es igual a la mitad de su energía potencial en la órbita

EM = (
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b) En la órbita estable de radio r se cumple

G
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46 LE(J-13).- Calcule:

a) La densidad media del planeta Mercurio, sabiendo que posee un radio de 2440 km y una intensidad de campo gravitatorio en su superficie de 3,7 N kg-1.

b) La energía necesaria para enviar una nave espacial de 5000 kg de masa desde la superficie del planeta a una órbita en la que el valor de la intensidad de campo gravitatorio sea la cuarta parte de su valor en la superficie.

Dato: Constante de la Gravitación Universal, G = 6,67×10-11 N m2 kg-2
Solución

a) La densidad se calcula mediante el cociente de la masa del planeta y el volumen. Como conocemos el radio el volumen se puede calcular directamente mediante la expresión:

V = 
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El campo gravitatorio en la superficie del planeta será:
g0 = G
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La densidad será:
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b) La energía mecánica se tiene que conservar por tanto

Ec(i) + Ep(i) = Em(f)

La energía mecánica en órbita estable para la nave será

Em = 
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donde r es el radio de la órbita estable. Por tanto
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El radio de la órbita estable se puede calcular a partir de la relación del campo gravitatorio del planeta con la distancia al centro del planeta:
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Despejamos la energía cinética y sustituimos el radio de la órbita estable

Ec(i) = 
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Como disponemos del valor del campo gravitatorio del planeta en la superficie expresamos la energía potencial en función de éste con lo que evitamos utilizar como datos valores que hemos calculado en el desarrollo del ejercicio

g0 = G
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47 LE(J-13).- Urano es un planeta que describe una órbita elíptica alrededor del Sol. Razone la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) El módulo del momento angular, respecto a la posición del Sol, en el afelio es mayor que en el perihelio y lo mismo ocurre con el módulo del momento lineal.

b) La energía mecánica es menor en el afelio que en el perihelio y lo mismo ocurre con la energía potencial.

Solución

a) FALSO. El momento angular de los planetas respecto a la posición del Sol es constante en módulo dirección y sentido. Es una consecuencia inmediata en cualquier sistema de fuerzas centrales como lo es el sistema planetario. El momento lineal, p = m v, debe ser mayor en el perihelio que en el afelio ya que la velocidad lineal en el perihelio es mayor que en el afelio. Es una consecuencia inmediata de la ley de las áreas, 3ª de Kepler.

b) FALSO. Las fuerzas gravitatorias son conservativas, por tanto, la energía mecánica se mantiene constante en todo momento. La energía potencial, en valor absoluto, es menor en el afelio, punto mas alejado del Sol, que en el perihelio, punto mas cercano al Sol, por tanto como esta magnitud es negativa su valor en el afelio es mayor que en el perihelio.
48 LE(J-13).- Un satélite artificial de 500 kg de masa gira alrededor de la Tierra en una órbita circular de 10000 km de radio. Determine:

a) La fuerza con que es atraído el satélite por la Tierra.

b) El periodo de rotación del satélite en la órbita.

Datos: Radio terrestre RT = 6370 km; campo gravitatorio en la superficie de la Tierra g0 = 9,8 m/s2.

Solución

a) La fuerza será la fuerza de atracción gravitatoria que ejerce la Tierra sobre el satélite

F = G
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El valor de la gravedad en la posición del satélite será

g = g0
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b) El valor de la velocidad, v, con que debe moverse el satélite, de masa m, alrededor de la Tierra para mantener una órbita circular de radio r, estable se obtiene directamente del segundo principio de la dinámica
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[image: image615.wmf]r

v

2

     (     g0
[image: image616.wmf]2

2

r

R

T

 m = m
[image: image617.wmf]r

v

2

     (     v = 
[image: image618.wmf]r

R

g

T

2

0

×


esta velocidad se puede expresar también en función del periodo de revolución, T, del satélite alrededor de la Tierra
v = 
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despejamos el periodo

T = 2(·r
[image: image622.wmf]2

0

T

R

g

r

×

 = 2((107 
[image: image623.wmf](

)

2

6

7

10

37

,

6

8

,

9

10

´

´

 = 9963,85 s
T = 2,77 h
49 LE(S-13).- Dos satélites describen órbitas circulares alrededor de un planeta cuyo radio es de 3000 km. El primero de ellos orbita a 1000 km de la superficie del planeta y su periodo orbital es de 2 h. La órbita del segundo tiene un radio 500 km mayor que la del primero. Calcule:

a) El módulo de la aceleración de la gravedad en la superficie del planeta.

b) El periodo orbital del segundo satélite.

Solución

a) El primero de los satélites, orbita con un radio de, R1 = 3000 + 1000 = 4000 km, y con una velocidad, v, tal que

v = 
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La estabilidad de la órbita implica que

F = m
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donde g1 es el valor de la gravedad del planeta a la distancia R1.

Como la gravedad varia con la distancia en la forma

g1 = g0 
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donde R0 es el radio del planeta.

Podemos escribir

g0 
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b) El periodo se puede obtener a partir de la tercera ley de Kepler. El segundo satélite orbita en una trayectoria circular de radio R2 = 4000 + 500 = 4500 km, por tanto
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50 LE(S-13).- Dos planetas, A y B, tienen la misma densidad. El planeta A tiene un radio de 3500 km y el planeta B un radio de 3000 km. Calcule:

a) La relación que existe entre las aceleraciones de la gravedad en la superficie de cada planeta.

b) La relación entre las velocidades de escape en cada planeta.

Solución

a) La gravedad en la superficie de un planeta es

g = G 
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La masa en función de la densidad, suponiendo el planeta esférico es:

M = d V = d 
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Por tanto

g = G 
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La relación entre las aceleraciones de la gravedad en los planetas A y B, teniendo en cuenta que las densidades son iguales será
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b) La velocidad de escape es la velocidad que hay que dar al objeto para colocarlo en el infinito (energía cinética del objeto cero), donde el potencial gravitatorio creado por la Tierra es cero (energía potencial gravitatoria del objeto cero).

Como la energía del objeto se conserva

Esuperficie terrestre = Einfinito
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siendo R el radio del planeta. Despejando la velocidad de escape se obtiene


[image: image648.wmf]R

M

G

v

e

×

×

=

2


Teniendo en cuenta que el valor del campo gravitatorio creado por la masa del planeta en su superficie es
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se puede escribir
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51 .- Los satélites Meteosat son satélites geoestacionarios, situados sobre el ecuador terrestre y con un periodo orbital de 1 día.

a) Suponiendo que la órbita que describen es circular y poseen una masa de 500 kg, determine el módulo del momento angular de los satélites respecto del centro de la Tierra y la altura a la que se encuentran estos satélites respecto de la superficie terrestre.

b) Determine la energía mecánica de los satélites.

Datos: Radio Terrestre = 6,37×106 m ; Masa de la Tierra= 5,97×1024 kg;

Constante de Gravitación Universal G = 6,67×10(11 N m2 kg-2
Solución

a) El momento angular del satélite es

l = r × m v
donde r es el vector posición del satélite respecto al centro de la Tierra. Como la velocidad, v, y el vector posición, r, son perpendiculares, el módulo del momento angular del satélite es

l = r m v = r m ( r = r2 m (
Hay que calcular el radio de la órbita del satélite que se mueve con la misma velocidad angular que la de rotación de la Tierra respecto de su eje

( = 
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En la órbita se cumple
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El valor del momento angular es

l = (42,23×106)2×500×1,27×10(5 = 64,84×1012 kg m2 s(1
La altura respecto de la superficie de la Tierra es

h = r ( R = 42,23×106 ( 6,37×106 = 35,86×106 m
b) La energía mecánica es la suma de la energía potencial más la energía cinética, que en órbita estable es:
E = (
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52 .- Dos satélites de igual masa orbitan alrededor de la Tierra y de Venus respectivamente con igual radio orbital. Calcule:

a) La relación que existe entre las energías mecánicas de ambos satélites.

b) La relación entre las velocidades orbitales de los satélites.

Datos: MT = 18 MV
Solución

a) La energía mecánica en una órbita estable de radio r, de un cuerpo de masa m, alrededor de un planeta de masa M, es

E = –
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La relación entre las energías mecánicas será:
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Sustituimos la relación que nos dan de las masas de ambos planetas y obtenemos la relación entre las energías mecánicas de los satélites.
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b) La estabilidad de la órbita se logra cuando la velocidad es tal que

Fg = m
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La relación entre las velocidades será
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Sustituimos la relación entre las masas de los planetas
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53 LE(S-14).- Un satélite describe una órbita circular alrededor de un planeta desconocido con un periodo de 24 h. La aceleración de la gravedad en la superficie del planeta es 3,71 m s–2 y su radio es 3393 km. Determine:

a) El radio de la órbita.

b) La velocidad de escape desde la superficie del planeta.

Solución

La velocidad angular del satélite será:

( = 
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p

2

 = 
[image: image690.wmf]3600

24

2

´

p

 = 7,27×10–5 rad/s
a) La estabilidad de la órbita se logra cuando la velocidad es tal que

Fg = m (2 r     (     G
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Como no tenemos ni G ni M, debemos recurrir al dato de la gravedad del planeta

g = G
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Por tanto
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b) La velocidad de escape es la velocidad que hay que dar al objeto para colocarlo en el infinito (energía cinética del objeto cero), donde el potencial gravitatorio creado por el planeta es cero (energía potencial gravitatoria del objeto cero).

Como la energía del objeto se conserva

Esuperficie planeta = Einfinito
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siendo R el radio del planeta. Despejando la velocidad de escape se obtiene
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Teniendo en cuenta que el valor del campo gravitatorio creado por la masa del planeta en su superficie es


[image: image699.wmf]2

R

M

G

g

=


se puede escribir
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54 LE(S-14).- Un planeta esférico tiene una densidad uniforme ( = 1,33 g cm–3 y un radio de 71500 km. Determine:

a) El valor de la aceleración de la gravedad en su superficie.

b) La velocidad de un satélite que orbita alrededor del planeta en una órbita circular con un periodo de 73 horas.

Datos: Constante de Gravitación Universal G = 6,67×10(11 N m2 kg-2
Solución

a) La gravedad en la superficie es

[image: image702.wmf]2

R

M

G

g

=


Como el dato de que disponemos es la densidad, sustituimos la masa por la densidad multiplicada por el volumen; M = ( V = ( 
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b) La velocidad angular del satélite será:
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La estabilidad de la órbita se logra cuando la velocidad es tal que

Fg = m (2 r     (     G
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Como no tenemos M, debemos recurrir al dato de la gravedad del planeta

g = G
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Por tanto
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La velocidad será

v = ( r     →     v = 2,39×10–5×619539896 = 14807 m/s
55 .- Un planeta de igual masa que la Tierra, describe una órbita circular de radio R, de un año terrestre de duración, alrededor de una estrella de masa M tres veces superior a la del Sol.

a) Obtenga la relación entre: el radio R de la órbita del planeta, su periodo de revolución T, la constante de gravitación universal G, y la masa de la estrella alrededor de la cual orbita.

b) Calcule el cociente entre los radios de las órbitas de este planeta y de la Tierra.

Solución

a) La estabilidad de la órbita se logra cuando la velocidad es tal que

Fg = m (2 R     (     G
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b) El radio de la órbita del planeta es:

R = 
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El radio de la órbita de la Tierra es:
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Como los periodos son los mismos, T = TT, y la masa de la estrella es tres veces la del Sol, M = 3 MS
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56 LE(J-15).- Dos lunas que orbitan alrededor de un planeta desconocido, describen órbitas circulares concéntricas con el planeta y tienen periodos orbitales de 42 h y 171,6 h. A través de la observación directa, se sabe que el diámetro de la órbita que describe la luna más alejada del planeta es de 2,14×106 km. Despreciando el efecto gravitatorio de una luna sobre otra, determine:

a) La velocidad orbital de la luna exterior y el radio de la órbita de la luna interior.

b) La masa del planeta y la aceleración de la gravedad sobre su superficie si tiene un diámetro de 2,4×104 km.

Datos: Constante de Gravitación Universal G = 6,67×10(11 N m2 kg-2
Solución

a) El radio de la órbita que describe la luna más alejada será:

Re = 
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Por tanto, como conocemos el periodo, la velocidad será:

ve = (e Re = 
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Para calcular el radio de la órbita de la luna interior utilizamos la tercera ley de Kepler
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b) La estabilidad de la órbita de la luna exterior se logra cuando se cumple

Fg = m (e2 Re     (     G
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El radio del planeta será:
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La gravedad en su superficie será

g = G
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57 LE(J-15).- Un cuerpo esférico de densidad uniforme con un diámetro de 6,0×105 km presenta una aceleración de la gravedad sobre su superficie de 125 m s−2.

a) Determine la masa de dicho cuerpo.

b) Si un objeto describe una órbita circular concéntrica con el cuerpo esférico y un periodo de 12 h, ¿cuál será el radio de dicha órbita?

Datos: Constante de Gravitación Universal G = 6,67×10(11 N m2 kg-2
Solución

El radio del cuerpo esférico será:

R = 
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a) De la gravedad en su superficie podemos conocer el valor de la masa

g = G
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b) La estabilidad de la órbita se logra cuando la velocidad es tal que

Fg = m (2 r     (     G
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El radio de la órbita es:
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58 .- Un satélite de 100 kg de masa está en una órbita circular en torno a la Tierra con un radio de 104 km. Calcule:

a) El período orbital y el módulo del momento angular del satélite respecto al centro de la Tierra.

b) La energía necesaria para que el satélite cambie a una órbita de radio 1,2×104 km.

Datos: Masa de la Tierra = 5,97×1024 kg; Constante de Gravitación Universal G = 6,67×10(11 N m2 kg-2
Solución

Un satélite en órbita circular de radio R, girando en torno a la Tierra con velocidad v, está sometido a la fuerza de atracción gravitatoria Fg, produciendo una aceleración en la misma dirección y sentido (aceleración centrípeta ac) responsable de variar continuamente la dirección de la velocidad del satélite, de modo que se mantenga estable en dicha órbita.


La condición para la estabilidad en la órbita será por tanto
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despejamos la velocidad
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esta será la velocidad que debe llevar el satélite para que siga una órbita circular estable de radio R
El periodo será:

T = 
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Conocida la velocidad del satélite su momento angular respecto al centro de la órbita se calcula de forma inmediata a partir de la definición de esta magnitud
L = R × m·v 

El momento angular del satélite l, respecto al centro de la órbita será un vector de dirección perpendicular al plano de la órbita, en este caso, al ser la órbita ecuatorial, la del eje terrestre. El sentido dependerá del sentido de giro del satélite alrededor de la Tierra, hacia el Norte si el satélite gira en sentido contrario a las agujas del reloj, y el módulo

L = R·m·v

sustituimos los valores

L = 107×102×6310 = 6,31×1012 m2·kg/s

b) La energía necesaria será la diferencia de las energías entre las dos órbitas
E = E2 – E1 = −
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59 LE(S-15).- Una nave espacial aterriza en un planeta desconocido. Tras varias mediciones se observa que el planeta tiene forma esférica, la longitud de su circunferencia ecuatorial mide 2×105 km y la aceleración de la gravedad en su superficie vale 3 m s-2.

a) ¿Qué masa tiene el planeta?

b) Si la nave se coloca en una órbita circular a 30.000 km sobre la superficie del planeta, ¿cuántas horas tardará en dar una vuelta completa al mismo?

Dato: Constante de Gravitación Universal G = 6,67×10(11 N m2 kg-2
Solución

a) El radio del planeta será:

L = 2(R     (     R = 
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Como

g0 = G
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b) Nos piden el periodo de la nave. La condición para la estabilidad en la órbita será por tanto
Fg = m·ac
G
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60 .- Titania, satélite del planeta Urano, describe una órbita circular en torno al planeta. Las aceleraciones de la gravedad en la superficies de Urano y de Titania son gU = 8,69 m s-2 y gt = 0,37 m s-2, respectivamente. Un haz de luz emitido desde la superficie de Urano tarda 1,366 s en llegar a la superficie de Titania. Determine:

a) El radio de la órbita de Titania alrededor de Urano (distancia entre los centros de ambos cuerpos).

b) El tiempo que tarda Titania en dar una vuelta completa alrededor de Urano, expresado en días terrestres.

Dato: Constante de Gravitación Universal G = 6,67×10(11 N m2 kg-2; Velocidad de la luz en el vacío, c = 3.0×108 m s-1; Masa de Urano, MU = 8,69×1025 kg; Masa de Titania Mt = 3,53×1021kg.

Solución

a) El radio de la órbita es la suma de los radios de los planetas y la distancia desde la superficie de Urano hasta la superficie de la Titania:

r = RU + Rt + d
Los radios de los planetas se obtienen de los valores de la gravedad en sus superficies:

g0 = G
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El radio de Urano será:
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El radio de la Titania será:
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[image: image777.wmf]t

t

g

M

G

0

 = 
[image: image778.wmf]37

,

0

10

27

,

35

10

67

,

6

20

11

´

´

´

-

 = 7,98×105 m
El valor de la distancia, d, se obtiene a partir del tiempo que tarda la luz en ir desde una superficie a la otra.

d = c t = 3,0×108×1,366 = 4,098×108 m

Luego el radio de la órbita de Titania es:

r = 2,58×107 + 7,98×105 + 4,098×108 = 4,36×108 m
b) Como la órbita de Titania es circular y la única fuerza que existe sobre ella es la fuerza de atracción gravitatoria, se cumple
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61 LE(J-16).- El planeta Marte, en su movimiento alrededor del Sol, describe una órbita elíptica. El punto de la órbita más cercano al Sol, perihelio, se encuentra a 206,7×106 km, mientras que el punto de la órbita más alejado del Sol, afelio, está a 249,2×106 km. Si la velocidad de Marte en el perihelio es de 26,50 km s−1 , determine:

a) La velocidad de Marte en el afelio.

b) La energía mecánica total de Marte en el afelio.

Dato: Constante de Gravitación Universal G = 6,67×10(11 N m2 kg-2; Masa de Marte, MM = 6,42×1023 kg; Masa del Sol MS = 1,99×1030kg.

Solución

a) Marte en su órbita alrededor del Sol conserva el momento angular, es decir, su momento angular en el afelio es el mismo que en el perihelio, La = Lp. Por tanto

ra·MM·va = rp·MM·vp
La velocidad en el afelio será:

va = 
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b) La energía mecánica será la suma de la cinética y la potencial gravitatoria

Em = 
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Sustituimos los datos

Em = 
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Em = 1,55×1032 – 3,42×1032 = −1,87×1032 J

La energía mecánica sale negativa ya que el planeta se encuentra dentro del pozo de potencial creado por el Sol.

62 LE(S-16).- Desde la superficie de un planeta de masa 6,42×1023 kg y radio 4500 km se lanza verticalmente hacia arriba un objeto.

a) Determine la altura máxima que alcanza el objeto si es lanzado con una velocidad inicial de2 km s-1.

b) En el punto más alto se le transfiere el momento lineal adecuado para que describa una órbita circular a esa altura. ¿Qué velocidad tendrá el objeto en dicha órbita circular?

Dato: Constante de Gravitación Universal G = 6,67×10(11 N m2 kg-2
Solución

a) En la altura máxima la velocidad del objeto será cero, por tanto al aplicar el principio de conservación de la energía tenemos
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donde, r = R + h

Simplificamos la masa del objeto
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b) La condición de estabilidad en la órbita de radio r = 4500 + 1197,5 = 5697,5 km, es

Fg = m·ac
G
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despejamos la velocidad
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63 LE(S-16).- Una estrella gira alrededor de un objeto estelar con un periodo de 28 días  terrestres siguiendo una órbita circular de radio 0,45×108 km.

a) Determine la masa del objeto estelar.

b) Si el diámetro del objeto estelar es 200 km, ¿cuál será el valor de la gravedad  en su superficie?

Dato: Constante de Gravitación Universal G = 6,67×10(11 N m2 kg-2
Solución

a) Como la órbita de la estrella es circular y la única fuerza que existe sobre ella es la fuerza de atracción gravitatoria, se cumple

G
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b) Sobre un punto de la superficie del objeto estelar, supuesta esférica, el campo gravitatorio tiene un valor

g =
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o

o

R

M

G


en donde Ro es el radio del objeto estelar en ese punto.

g = 6,67×10−11 
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