Física 2º Bachillerato

Óptica


REFLEXION Y REFRACCION
1 C.- ¿Qué se entiende por reflexión y refracción? Indicar qué magnitudes se conservan y cuáles cambian respecto de la onda incidente.

Solución
La reflexión es el cambio de dirección dentro del mismo medio, que experimentan las ondas al incidir sobre una superficie de separación entre dos medios. Solo cambia la dirección de la velocidad de propagación, el resto, valor de la velocidad, frecuencia y longitud de onda permanecen invariables.

La refracción es el cambio de dirección al pasar de un medio a otro, que experimentan las ondas al incidir sobre la superficie de separación entre dos medios. Cuando una onda llega a la superficie de separación entre dos medios, una parte penetra en el segundo medio cambiando la dirección y el valor de la velocidad de propagación. La frecuencia permanece invariable y por tanto la longitud de onda también cambia.

2 L(J-95).- Si un rayo de luz monocromática se propaga del agua al aire ¿a partir de qué valor del ángulo de incidencia en la superficie de discontinuidad entre ambos medios se presentará el fenómeno de reflexión total? ¿Qué nombre recibe ese ángulo? El valor del índice de refracción absoluto del agua es na = 4/3.

Sol.: 
[image: image512.bmp] = 48,6º

Solución

Cuando un rayo de luz monocromática, pasa de un medio más refringente, mayor indice de refracción, a otro menos refringente, menor indice de refracción, como es el caso del paso de la luz desde el agua na = 4/3, al aire n = 1, el rayo refractado se aleja de la normal tanto más cuanto mayor sea el ángulo de incidencia.

El ángulo de incidencia 
[image: image2.wmf]l
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, para el cual el ángulo de refracción es de 90º se le llama ángulo límite, de modo que en este caso
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el ángulo límite para este caso en el que se pasa del agua al aire es: 
[image: image5.wmf]l
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 = 48,6º

Esto quiere decir que para ángulos de incidencia mayores que 48,6º el rayo no pasa al aire, ya que se separa de la normal más de 90º, reflejandose en la superficie de discontinuidad presentandose el fenómeno de reflexión total.

3 L(S-95).- Explica en que condiciones un rayo de luz monocromática: (a) Se refracta con un ángulo de refracción menor que el ángulo de incidencia. (b) Experimenta el fenómeno de reflexión total.

Solución

El fenómeno de la refracción se produce cuando un rayo de luz pasa de una región del espacio a otra que tiene un índice de refracción absoluto diferente. Al cambiar de medio de propagación, la luz cambia de dirección y de velocidad de forma tal que, cuanto mayor es el índice de refracción absoluto, n, menor será la velocidad de propagación de la luz, v, en ese medio ya que 


n = c/v

En cualquier caso, en la refracción un rayo de luz se desvía de forma tal que se cumple


n1·sin 
[image: image6.wmf]i
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 = n2·sin 
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siendo n1, el índice de refracción absoluto del medio en donde se propaga el rayo incidente e 
[image: image8.wmf]i
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 el ángulo de incidencia, y n2 el índice de refracción absoluto del medio en donde se propaga el rayo refractado y 
[image: image9.wmf]r
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 el ángulo de refracción.

Podríamos decir que el producto del índice de refracción por el seno del ángulo que forma el rayo con la normal se mantiene constante.

(a) En consecuencia, si n1 < n2, (el medio 1 es menos refringente que el 2), para que el producto sea constante


sin 
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el ángulo de refracción es más pequeño que el de incidencia, siempre que la luz pase de un medio menos refringente a otro más refringente.

(b) En el caso contrario, en el que la luz pase de un medio más refringente a otro menos refringente el rayo refractado se separará de la normal con un ángulo mayor que el de incidencia.
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En consecuencia si vamos aumentando el ángulo de incidencia, es de esperar que para un cierto valor del ángulo de incidencia, 
[image: image16.wmf]l
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, que llamaremos ángulo límite, el rayo se refracta formando un ángulo 
[image: image17.wmf]r
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 = 90º.

Si continuamos aumentando el ángulo de incidencia más allá del valor del ángulo límite, el rayo en vez de pasar al otro medio, se refleja en la superficie de separación de los medios produciéndose el fenómeno conocido como reflexión total. 

4 L(J-96).- Explica por qué cuando se observa desde el aire, un remo sumergido parcialmente en el agua parece estar doblado. Ayúdate de construcciones geométricas en la explicación.

Solución

Este fenómeno se explica a partir de la refracción de la luz, es decir, al cambio del valor y dirección de la velocidad de propagación, que experimenta un rayo luminoso al pasar de un medio transparente a otro de distinto índice de refracción, en nuestro caso del agua, cuyo índice de refracción es n2 = 1,33 al aire de índice de refracción n1 = 1.

[image: image1.wmf]l
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Imagina un rayo luminoso que sale del punto P (extremo del remo) y que pasa del medio 2 al 1, es decir, de un medio a otro de menor índice de refracción. La construcción geométrica del rayo refractado se realiza de la siguiente manera.

Tomando como centro el punto de incidencia O se trazan dos circunferencias de radios n2 y n1 (OB y OA). Se prolonga el rayo incidente hasta que corte a la segunda circunferencia en el punto M. Desde ese punto de intersección, se traza una perpendicular a la superficie, que cortará a la primera circunferencia en el punto N. La línea que une O con N será la dirección del rayo refractado, que como muestra la figura se aleja de la normal al ser n2 > n1.

Al prolongar esta línea dentro del agua, corta a la circunferencia de radio OA en el punto P', imagen del punto P, que es lo que el ojo ve. Como ves el punto P' se encuentra, aparentemente, a menos profundidad que el P y el remo parece quebrado por la superficie.

5 L(S-96).- Un rayo de luz amarilla, emitido por una lámpara de sodio, tiene una longitud de onda en el vacío de 589·10-9 m. Determinar: (a) Su frecuencia. (b) Su velocidad de propagación y su longitud de onda en el interior de una fibra de cuarzo, cuyo índice de refracción es n = 1,458. (c) El ángulo de incidencia mínimo para el rayo de luz que, propagándose por el interior de la fibra de cuarzo, encuentra la superficie de discontinuidad entre el cuarzo y el aire y experimenta reflexión total.

Dato: Velocidad de la luz en el vacío c = 3·108 m·s-1
Sol.: (a) f = 5,1·1014 Hz;(b) v= 2,1·108 m/s; λ= 4·10-7 m; (c) 
[image: image18.wmf]l
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 = 43,3º

Solución
La luz amarilla, como cualquier otra radiación electromagnética, se propaga en el vacío con una velocidad constante de valor c = 3·108 m/s.

La frecuencia, f, y la longitud de onda, (, se relacionan entre si en la forma
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Las ondas electromagnéticas de una frecuencia determinada f, cuando penetran en un medio transparente, de índice de refracción n, disminuyen su velocidad de propagación manteniendo su frecuencia constante, por tanto la longitud de onda debe variar cuando cambia el medio de propagación.

El índice de refracción, en consecuencia, depende de la longitud de onda
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donde:

v es la velocidad en el medio.

(0 es la longitud de onda de la luz en el vacío.

( es la longitud de onda de la luz dentro del medio.

El fenómeno de reflexión total se produce cuando un rayo pasa de un medio más refringente (n = 1,458 para el cuarzo) a otro menos refringente (n = 1 para el aire). Para un cierto ángulo de incidencia, 
[image: image21.wmf]l
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, llamado ángulo límite o para ángulos mayores que este, el rayo se refleja totalmente en el medio más refringente. El ángulo límite se obtiene imponiendo, en la ley para la refracción, la condición de que el ángulo de refracción sea de 90º
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RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
a) La frecuencia de la luz amarilla será
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b) La velocidad de propagación dentro del cuarzo sería
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y la longitud de onda dentro del cuarzo es
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c) El ángulo de incidencia mínimo para que se produzca el fenómeno de reflexión total sería el ángulo límite
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por tanto el ángulo será


[image: image27.wmf]l
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 = 43,3º

de modo que para ángulos de incidencia iguales o mayores que este, la luz no saldrá de la fibra de cuarzo.

6 L(J-98).- (a) Indique las diferencias que a su juicio existen entre los fenómenos de refracción y de dispersión de la luz. ¿Puede un rayo de luz monocromática sufrir ambos fenómenos? (b) ¿Por qué no se observa dispersión cuando la luz blanca atraviesa una lámina de vidrio de caras plano-paralelas?

Solución

(a) La luz se propaga en línea recta y con velocidad constante dentro de un medio uniforme. La velocidad de la luz dentro de un medio distinto del vacío depende de su longitud de onda. En el vacío todas las luces de distintas longitudes de onda se propagan a la misma velocidad c = 3·108 m/s.

Cuando un rayo luminoso atraviesa, oblicuamente, la superficie de separación de dos medios transparentes y uniformes sufre un cambio de dirección de propagación como consecuencia del cambio en la velocidad de propagación en ambos medios. Este tipo de fenómenos se denominan de refracción. El ángulo de refracción, ángulo formado por la dirección del rayo refractado y la normal, depende del ángulo de incidencia, ángulo formado por la dirección del rayo incidente y la normal, y de las velocidades de propagación de la luz en ambos medios.

[image: image458.wmf]r
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Los fenómenos de refracción se producen siempre que la luz atraviese oblicuamente la superficie de separación entre dos medios diferentes, pero si la luz no es monocromática, es decir, cuando está compuesta de varias longitudes de onda y SÓLO EN ESTE CASO se produce el fenómeno de dispersión. 

[image: image459.wmf]1
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En este caso cuando se produce la refracción, al depender la velocidad de propagación en el medio de la longitud de onda, cada una de ellas se refracta con distinto ángulo separándose al pasar al otro medio, las direcciones de propagación con diferentes ángulos obteniéndose un abanico de rayos de luces monocromáticas.

(b) En unas láminas de caras planas y paralelas el rayo luminoso que emerge de la lámina tiene la misma dirección de propagación que el rayo incidente en consecuencia, con luces no monocromáticas el rayo emergente no se puede observar disperso ya que a la salida de las láminas, las diferentes longitudes de onda que se propagan dentro de las láminas a distinta velocidad, se reúnen de nuevo a la salida obteniéndose una luz idéntica que la incidente.
7 L(S-99).- Una fuente luminosa emite luz monocromática de longitud de onda en el vacío λ0 = 6·10(7 m (luz roja) que se propaga en el agua de índice de refracción n = 1,34. Determine: (a) La velocidad de propagación de la luz en el agua. (b) La frecuencia y la longitud de onda de la luz en el agua.

Datos: c = 3·108 m·s-1
Sol.: (a) va= 2,24·108 m/s ; (b) fa = f0 = 5·1014 Hz ; λa= 4,47·10-7 m

Solución

a) El índice de refracción del agua es
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en consecuencia la velocidad de la luz en el agua será
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b) La frecuencia de la luz no varía por propagarse en el agua de modo que la frecuencia será la misma que en el vacío
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La longitud de onda varía en el agua al hacerlo la velocidad de propagación de manera que
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8 L(J-00).- (a) Un rayo luminoso que se propaga en el aire incide sobre el agua de un estanque con un ángulo de 30º. ¿Qué ángulo forman entre si los rayos reflejado y refractado? (b) Si el rayo luminoso se propaga desde el agua hacia el aire ¿a partir de qué valor del ángulo de incidencia se presentará el fenómeno de reflexión total?

Dato: índice de refracción del agua = 4/3

Sol.: (a) ( = 128º; (b) 
[image: image32.wmf]l
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= 48,6º
Solución
(a) Para conocer el ángulo formado entre el rayo reflejado y refractado hay que calcular el ángulo de refracción

naire·sin î = nagua sin 
[image: image33.wmf]r
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despejando el seno del ángulo de refracción y sustituyendo

sin 
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En consecuencia el ángulo pedido será

( = 180º - 30º - 22º = 128º

b) El fenómeno de reflexión total se produce cuando el ángulo de incidencia es tal que el ángulo de refracción es de 90º

nagua·sin 
[image: image36.wmf]l
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 = naire sin 90º

despejando el seno del ángulo de incidencia y sustituyendo

sin 
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 = 3/4 ( 
[image: image38.wmf]l

ˆ

 = 48,6º

9 L(J-01).- Un rayo de luz monocromática que se propaga en un medio de índice de refracción 1,58 penetra en otro medio de índice de refracción 1,23 formando un ángulo de incidencia de 15º (respecto a la normal) en la superficie de discontinuidad entre ambos medios. (a) Determine el valor del ángulo de refracción correspondiente al ángulo de incidencia anterior. Haga un dibujo esquemático. (b) Defina ángulo límite y calcule su valor para este par de medios.

Sol.: a) r = 19,4º ; b) 
[image: image39.wmf]l
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 = 51,1º

Solución
[image: image460.wmf]a) El ángulo de refracción se calcula con el invariante de la refracción
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b) El ángulo límite es el ángulo de incidencia para el cual el ángulo de refracción es de 90º por tanto
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10 LA(J-02).- Un foco luminoso puntual se encuentra situado en el fondo de un estanque lleno de agua de n = 4/3 y a 1 metro de profundidad. Emite luz en todas las direcciones. En la superficie del agua se observa una zona circular iluminada de radio R. Calcula el radio R del círculo luminoso.

Sol.: R = 1,13 m

Solución

Los extremos del círculo luminoso vendrán dados por el ángulo límite 
[image: image45.wmf]l
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produce el fenómeno de reflexión total y los rayos no salen a la superficie.

n·sin
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Como nos piden el radio del círculo luminoso:

R = h·tg
[image: image51.wmf]l
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   (   R = 1·tg(48,59º) = 1,13 m
11 LA(J-02).- Una superficie de vidrio (nv = 1,50) tiene sobre ella una capa de agua (na = 1,33). Un rayo luminoso monocromático que se propaga por el vidrio incide sobre la superficie vidrio-agua.

a) Hallar el ángulo de incidencia para que se produzca la reflexión total. Ayúdate de un dibujo.

b) ¿Cuál será la velocidad de la luz en cada medio?

Sol.: a) 
[image: image52.wmf]l
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= 62,5º; b) vv = 2·108 m/s; va = 2,26·108 m/s
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Solución

a) Según la ley de refracción:

nv·sin
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[image: image57.wmf]l

ˆ

= 62,5º

b) De la definición del índice de refracción como el cociente entre la velocidad de propagación de las ondas luminosas en el vacío y la velocidad de propagación en dicho medio, se puede obtener la velocidad como:

nv = 
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na = 
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12 [image: image463.wmf]r
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LA(J-03).- Se considera un vaso cilíndrico lleno de agua hasta el borde. En el fondo hay un espejo plano. Un rayo de luz monocromática incide con un ángulo de 30º sobre la superficie. El rayo llega al espejo del fondo, se refleja y vuelve a salir a la superficie.

a) Completa el esquema adjunto de la marcha del rayo.

b) Calcular el ángulo que se ha desviado en total el rayo incidente.

c) ¿Para algún ángulo de incidencia, puede ocurrir una reflexión total del rayo al pasar del agua al aire? Justificarlo

Sol.: b) ( = 30º

Solución

a) El rayo incidente se refracta en el agua sufre una reflexión especular y después se vuelve a refractar al pasar del agua al aire.

[image: image464.wmf]R
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Como el ángulo de incidencia del segundo cambio de medio (agua-aire) es igual que el de refracción del primer cambio (aire-agua) por lo tanto el ángulo de refracción que se observa cuando el rayo pasa al aire es igual que el ángulo con que incidió pero medido hacia el

otro lado de la normal. El resultado final es el mismo que si hubiera sufrido una reflexión especular.

b) Analíticamente se puede ver sin necesidad de resolver la ecuación. de Snell.

Aire - agua → na sin 30º = naq sin 
[image: image64.wmf]r
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Reflexión en el fondo: 
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Agua - aire → naq sin 
[image: image67.wmf]'
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Como 
[image: image68.wmf]r

ˆ

 = 
[image: image69.wmf]'

ˆ

r

   (   naq sin 
[image: image70.wmf]'

ˆ

r

 = na sen 30º   (   ( = 30º

c) La reflexión especular se produce para todos los ángulos de incidencia superiores al ángulo límite, que es el ángulo para el que el ángulo de refracción es 90º.

Como na < naq habrá un ángulo î cuyo seno tome ese valor.

Solamente se puede observar el fenómeno de la reflexión total cuando pasamos de un medio a otro con menor índice de refracción.

Si lo que queremos es que el rayo incida desde el aire al agua, se refleje en el fondo del vaso y a la salida se produzca la reflexión total, el proceso no se puede producir ya que como hemos visto en el apartado b) el proceso de entrada y salida del rayo es geométricamente simétrico. De este modo, para que no salga al aire, no debería haber entrado desde el aire.

13 C(J-03).- Un rayo de luz que viaja en el vacío incide sobre un vidrio plano. El ángulo que forma el rayo con la normal a la superficie es 30º. Determine: a) La velocidad de la luz en el vidrio y b) el ángulo de refracción.

Datos: velocidad de la luz en el vacío c = 3·108 m/s e índice de refracción del vidrio n = 1,45.

Sol.: a) v = 2,07·108 m/s; b) 
[image: image71.wmf]r
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Solución

a) La velocidad de la luz en cualquier medio se puede obtener a partir del índice de refracción, mediante la expresión:

n = 
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b) Aplicando la Ley de Snell para la refracción:

n0· sin 30º = n·sin
[image: image75.wmf]r
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14 LA(S-03).- a) Explica en qué consiste la reflexión total. ¿Puede ocurrir cuando la luz pasa del aire al agua?

b) Un rayo monocromático incide en la cara vertical de un cubo de vidrio de índice de refracción n’ = 1,5. El cubo está sumergido en agua (n = 4/3). ¿con qué ángulo debe incidir para que en la cara superior del cubo haya reflexión total?

Sol.: b) î = 31,50º

Solución

a) Cuando un rayo pasa de un medio más refringente a oro menos refringente, el rayo refractado se separa de la normal. En consecuencia existe un ángulo de incidencia, llamado ángulo límite para el cual el ángulo de refracción es 90º. Para ángulos de incidencia mayores que el ángulo límite, se produce el fenómeno de reflexión total.

Si el rayo pasa del aire al agua no se puede producir este fenómeno ya que el aire es menos refringente (n = 1) que el agua (n = 1,33)

[image: image465.wmf]r

ˆ

b) Según están pintados los ángulos 
[image: image80.wmf]r

ˆ

e î’ dentro del triángulo rectángulo formado por el rayo refractado y las dos normales se pueden relacionar mediante:


[image: image81.wmf]r

ˆ

+ î’ + 90º = 180º   (   
[image: image82.wmf]r
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 = 90º – î’

Aplicamos la ley de Snell al segundo cambio de medio y calculamos los valores de los ángulos en sentido contrario al recorrido por el rayo

n’·sin î’ = n· sin 90º   (   sin î’ = 
[image: image83.wmf]'
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=
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,

1

3

4

= 0,89   (   î’ = 62,73º

Por tanto: 
[image: image85.wmf]r
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= 90º ( 62,73º = 27,67º

En la primera refracción se cumple:

n·sin î = n’· sin 
[image: image86.wmf]r
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   (   sin î = 
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sin 27,67º = 0,52   (   î = 31,50º

15 LA(S-03).- El ángulo límite vidrio-agua es de 60º (na = 1,33). Un rayo de luz que se propaga por el vidrio incide sobre la superficie de separación con un ángulo de 45º refractándose dentro del agua. Calcula:

a) El índice de refracción del vidrio

b) El ángulo de refracción en el agua.

Sol.: a) nv = 1,54; b) 
[image: image90.wmf]r

ˆ

= 54,96º

Solución

a) Que el ángulo límite vidrio-agua sea 60º quiere decir que cuando un rayo viaja desde el vidrio hacia el agua formando un ángulo de 60º con la normal, se refracta formando un ángulo de 90º con la normal en el otro medio. Aplicando la ley de Snell a la situación descrita, se obtiene el valor del índice de refracción en el vidrio.

nv·sin 60º = na·sin 90º   (   nv = na
[image: image91.wmf]º
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b) En este segundo caso el rayo incide formando un ángulo con la normal de 45º, introducimos los datos en la ley de Snell y se tiene:

nv·sin 45º = na·sin 
[image: image92.wmf]r
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   (   sin 
[image: image93.wmf]r
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[image: image96.wmf]r

ˆ

= 54,96º

16 [image: image466.wmf]l

ˆ

LA(J-04).- Explicar por qué al mirar el fondo de un estanque en calma parece menos profundo de lo que en realidad es. (nagua > naire)

Ayuda: Obtén la imagen de un objeto puntual situado en el fondo

Solución

Cuando un rayo pasa de un medio a otro con mayor índice de refracción, los rayos se desvían acercándose a la normal. Este fenómeno unido a que nosotros en nuestro cerebro percibimos que los rayos nos llegan en línea recta hace que veamos que lo que se encuentra en el segundo medio esté en distinta posición de la que realmente ocupa.

En la imagen se ve con claridad. El rayo que penetra en el ojo está desviado al cambiar de medio y el cuerpo situado en el punto A esta siendo visto por el ojo como si estuviese situado en A’.

17 L(S-04).- (a) Defina el concepto de ángulo límite y determine su expresión para el caso de dos medios de índices de refracción n1 y n2, si n1 > n2. (b) Sabiendo que el ángulo límite definido entre un medio material y el aire es 60º, determine la velocidad de la luz en dicho medio.

Dato: Velocidad de la luz en el vacío c = 3·108 m/s.

Sol.: b) v = 2,60·108 m/s

Solución
[image: image467.wmf]r

ˆ

a) Cuando la luz pasa de un medio de índice de refracción n1, a otro menos refringente de índice de refracción n2, (n1 > n2) el rayo refractado se aleja de la normal. Si el ángulo de incidencia es suficientemente grande, el rayo refractado puede no llegar a salir, reflejándose totalmente en la superficie de separación de ambos medios.

Se denomina ángulo límite al ángulo de incidencia, 
[image: image97.wmf]l

ˆ

, para el cual el ángulo de refracción vale 90º.

En este caso

n1·sin
[image: image98.wmf]l

ˆ

 = n2·sin 90º   (   sen
[image: image99.wmf]l
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= 
[image: image100.wmf]1
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b) Si uno de los medios es el aire, n0 = 1

n·sin
[image: image101.wmf]l
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 = n0·sin 90º   (   n =
[image: image102.wmf]l
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18 L(S-06).- Un buceador enciende una linterna bajo el agua (índice de refracción 1,33) y dirige el haz luminoso hacia arriba formando un ángulo de 40º con la vertical. (a) ¿Con qué ángulo emergerá la luz del agua? (b) ¿Cuál es el ángulo de incidencia a partir del cual la luz no saldrá del agua?

Efectúe esquemas gráficos en la explicación de ambos apartados.

Sol.: (a) 
[image: image107.wmf]r

ˆ

 = 58,75º; (b) 
[image: image108.wmf]l

ˆ

= 48,8º
Solución
[image: image468.wmf]r

ˆ

a) En la refracción

n·sin 40º = n0·sin 
[image: image109.wmf]r
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   (   sin 
[image: image110.wmf]r
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 = 1,33·sin 40º = 0,85   (   
[image: image111.wmf]r

ˆ

 = 58,75º
b) Este es el ángulo límite

n·sin
[image: image112.wmf]l

ˆ

= n0·sin 90º   (   sin
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   (   
[image: image116.wmf]l
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= 48,8º
19 L(J-07).- Una superficie plana separa dos medios de índices de refracción distintos n1 y n2. Un rayo de luz incide desde el medio de índice n1. Razone si son verdaderas o falsas las afirmaciones siguientes:

a)  El ángulo de incidencia es mayor que el ángulo de reflexión.

b)  Los ángulos de incidencia y de refracción son siempre iguales.

c)  El rayo incidente, el reflejado y el refractado están en el mismo plano.

d)  Si n1 > n2 se produce reflexión total para cualquier ángulo de incidencia.

Solución
a) Falso. El ángulo de incidencia es igual al ángulo de reflexión, es la ley para la reflexión.

b) Falso. El ángulo de incidencia y el de refracción están relacionados

n1·sin î = n2·sin 
[image: image117.wmf]r
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c) Verdadero. Es la primera ley de la reflexión y refracción.

d) Falso. La reflexión total solo se produce para ángulos de incidencia mayores que el ángulo límite.

20 L(S-09).- Un rayo de luz roja que se propaga en el aire tiene una longitud de onda de 650 nm. Al incidir sobre la superficie de separación de un medio transparente y penetrar en él, la longitud de onda del rayo pasa a ser de 500 nm.

a) Calcule la frecuencia de la luz roja.

b) Calcule el índice de refracción del medio transparente para la luz roja.

c) Si el rayo incide desde el aire con un ángulo de 30º respeto a la normal, ¿cuál será el ángulo de refracción en el medio transparente?

d) Si el rayo se propagara por el medio transparente en dirección hacia el aire, ¿cuál sería el ángulo de incidencia a partir del cual no se produce refracción?

Datos: Velocidad de la luz en el vacío c = 3·108 m/s

Sol.: a) f = 4,62·10(4 Hz; b) nr = 1,3; c) 
[image: image118.wmf]r
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 = 22,6º; d) 
[image: image119.wmf]l

ˆ

 = 50,3º

Solución
a) La velocidad de propagación de un movimiento ondulatorio liga la frecuencia y la longitud de onda, en el aire todas las ondas electromagnéticas se propagan a la misma velocidad, de forma que

c = (0·f   (   f = 
[image: image120.wmf]0
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b) El índice de refracción de un medio se puede escribir como

nr =
[image: image122.wmf]l
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=
[image: image123.wmf]500
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 = 1,3

c) Aplicando la ley de Snell para la refracción

n0·sin î = nr·sin 
[image: image124.wmf]r
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   (  sin 
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[image: image128.wmf]r
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 = 22,6º

el rayo se acerca a la normal.

d) El ángulo límite es aquel ángulo de incidencia para el cual el de refracción es 90º, siempre que el rayo pase de un medio mas refringente a otro menos refringente

nr·sin 
[image: image129.wmf]l

ˆ

 = n0·sin 90º   (   sin 
[image: image130.wmf]l
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[image: image133.wmf]l
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 = 50,3º

21 LE(J-10).- a) Enuncie las leyes de la reflexión y de la refracción de la luz y efectúe los esquemas gráficos correspondientes.

b) Defina el concepto de ángulo límite y explique el fenómeno de reflexión total.

Solución
a) Las leyes de Snell para la reflexión son:

[image: image469.wmf]1

ˆ

r

1) El rayo incidente, la normal y el rayo reflejado se encuentran en un mismo plano.

2) El ángulo de incidencia es igual al ángulo de reflexión.

Las leyes de Snell para la refracción son:

1) El rayo incidente, la normal y el rayo refractado se encuentran en un mismo plano.

2) La relación entre el seno del ángulo de incidencia y el seno del ángulo de refracción es igual al cociente de las velocidades de propagación en dichos medios.


[image: image134.wmf]r
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que normalmente se escribe en función de los índices de refracción de los medios como


[image: image136.wmf]r
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   (   n1·sen î = n2·sen 
[image: image140.wmf]r
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denominándose al producto del índice de refracción por el seno del ángulo, invariante de refracción.

b) Cuando la luz pasa de un medio de índice de refracción n1, a otro menos refringente de índice de refracción n2, (n1 > n2) el rayo refractado se aleja de la normal. Si el ángulo de incidencia es suficientemente grande, el rayo refractado puede no llegar a salir, reflejándose totalmente en la superficie de separación de ambos medios.

[image: image470.wmf]r

ˆ

Se denomina ángulo límite al ángulo de incidencia, 
[image: image141.wmf]l

ˆ

, para el cual el ángulo de refracción vale 90º.

En este caso

n1·sin
[image: image142.wmf]l

ˆ

 = n2·sin 90º   (   sen
[image: image143.wmf]l
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Para ángulos mayores que el ángulo límite no se produce refracción y toda la luz se refleja. Este fenómeno se llama reflexión total.

22 LE(J-10).- Un rayo de luz de longitud de onda en el vcío (0 = 650 nm incide desde el aire sobre el extremo de una fibra óptica formando un ángulo ( con el eje de la fibra (ver figura), siendo el índice de refracción n1 dentro de la fibra 1,48.

a) ¿Cuál es la longitud de onda de la luz dentro de la fibra?

b) La fibra está revestida de un material de índice de refracción n2 = 1,44. ¿Cuál es el valor máximo del ángulo ( para que se produzca reflexión total interna en P?

Sol.: a) (1 = 439,2 nm; b) 
[image: image145.wmf]q
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 = 20º
Solución
a) El índice de refracción de un medio, está relacionado con la longitud de onda

n1 =
[image: image146.wmf]1
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[image: image471.wmf]r
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b) El ángulo de incidencia dentro de la fibra a partir del cual se producirá el fenómeno de reflexión total será el ángulo límite para el material con el que se ha fabricado la fibra

n1·sin 
[image: image149.wmf]l
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 = n2·sin 90º   (   sin 
[image: image150.wmf]l
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el ángulo de incidencia será


[image: image153.wmf]l
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 = 76,65º

El complementario de este ángulo, 
[image: image154.wmf]r
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= 90 (
[image: image155.wmf]l
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= 13,35º, es el ángulo de refracción cuando el rayo de luz incide, desde el vacío con ángulo 
[image: image156.wmf]q
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, en la fibra

n0·sin
[image: image157.wmf]q
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el ángulo de incidencia será


[image: image162.wmf]q
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23 LE(S-10).- En tres experimentos independientes, un haz de luz de frecuencia f = 1015 Hz incide desde cada uno de los materiales de la tabla sobre la superficie de separación de éstos con el aire, con un ángulo de incidencia de 20º, produciéndose reflexión y refracción.

	Material
	Diamante
	Cuarzo
	Agua

	Índice de refracción
	2,42
	1,46
	1,33


a) ¿Depende el ángulo de reflexión del material? Justifique la respuesta.

b) ¿En qué material la velocidad de propagación de la luz es menor? Determine en este caso el ángulo de refracción.

c) ¿En qué material la longitud de onda del haz de la luz es mayor? Determine en este caso el ángulo de refracción.

d) Si el ángulo de incidencia es de 30º, ¿se producirá el fenómeno de reflexión total en alguno(s) de los materiales?

Sol.: b) diamante; 
[image: image163.wmf]r
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= 55,9º; c) agua; 
[image: image164.wmf]r

ˆ

= 27,06º; d) diamante

Solución
[image: image472.wmf]l
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a) La segunda ley de la reflexión afirma que el ángulo de incidencia es igual al de reflexión. Por tanto el ángulo de reflexión es independiente del material
b) La definición de índice de refracción, n, es

n = 
[image: image165.wmf]v

c


donde v es la velocidad de la luz en el medio correspondiente. Por tanto

v = 
[image: image166.wmf]n

c


La velocidad será menor en el medio con mayor índice de refracción, es decir, en el diamante

En este caso

nd·sin 20º = n0·sin
[image: image167.wmf]r
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[image: image172.wmf]r
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= sin(1 0,828 = 55,9º
c) La frecuencia de la luz no depende del medio de propagación de forma que su valor es igual en el vacío que en cualquiera de los medios dados.

El índice de refracción se puede expresar, en función de la longitud de onda, como

n = 
[image: image173.wmf]l
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donde (0 es la longitud de onda de la luz dada en el vacío. Por tanto

( =
[image: image174.wmf]n
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La longitud de onda será mayor en el medio con menor índice de refracción, es decir, en el agua

En este caso

na·sin 20º = n0·sin
[image: image175.wmf]r
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[image: image180.wmf]r
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d) El ángulo límite es el ángulo de incidencia para el cual el de refracción es de 90º. A partir de este ángulo, 
[image: image181.wmf]l
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, se produce el fenómeno de reflexión total.

En el diamante

nd·sin 
[image: image182.wmf]l
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como î = 30º > 
[image: image188.wmf]l

ˆ

= 24,4º, SI se produce reflexión total.

En el cuarzo

nc·sin 
[image: image189.wmf]l
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como î = 30º < 
[image: image195.wmf]l
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= 43,2º, NO se produce reflexión total.

En el agua como tiene un índice menor que el del cuarzo tampoco se producirá el fenómeno de reflexión total.

na·sin 
[image: image196.wmf]l
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î = 30º < 
[image: image202.wmf]l
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= 48,75º, NO se produce reflexión total.

24 [image: image473.wmf]r
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LE(S-10) Un rayo de luz se propaga desde el aire al agua, de manera que el rayo incidente forma un ángulo de 30º con la normal a la superficie de separación aire-agua, y el rayo refractado forma un ángulo de 128º con el rayo reflejado.

a) Determine la velocidad de propagación de la luz en el agua.

b) Si el rayo luminoso invierte el recorrido y se propaga desde el agua al aire, ¿a partir de qué ángulo de incidencia se produce la reflexión total?

Datos: Velocidad de la luz en el vacío  c = 3·108 m/s.

Sol.: a) va = 2,256×108 m/s; b) 
[image: image203.wmf]l
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 = 48,75º

Solución
El ángulo de refracción será:


[image: image204.wmf]r
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= 180 ( (30 + 128) = 22º

a) El índice de refracción del agua se puede obtener a partir de la ley de refracción

n0·sin 30º = na·sin 22º   (   na =
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El índice de refracción del agua está relacionado con la velocidad de propagación de la luz en el agua, va.

na =
[image: image207.wmf]a
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b) El ángulo de incidencia a partir el cual se produce el fenómeno de reflexión total es el ángulo límite, 
[image: image210.wmf]l
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. Para este ángulo de incidencia el de refracción es 90º, de forma que

na·sin 
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25 LE(J-11).- Considérese un haz de luz monocromática, cuya longitud de onda en el vacío es (0 = 600 nm. Este haz, incide desde el aire, sobre la pared plana de vidrio de un acuario con un ángulo de incidencia de 30º. Determine:

a) El ángulo de refracción en el vidrio, sabiendo que su índice de refracción es n1 = 1,5.

b) La longitud de onda de dicho haz en el agua, sabiendo que su índice de refracción es n2 = 1,33.

Dato: Índice de refracción del aire n = 1.

Sol.: a) 
[image: image217.wmf]r
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 = 19,47º; b) ( = 451 nm
Solución
[image: image474.wmf]r
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a) El rayo, que pasa del aire al vidrio, se refracta acercándose a la normal de forma que

n·sin î = n1·sin 
[image: image218.wmf]r
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[image: image223.wmf]r
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b) El índice de refracción de un medio, está relacionado con la longitud de onda de la luz que lo atraviesa en la forma

n2 =
[image: image224.wmf]l
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donde (0 es la longitud de onda en el vacío. Por tanto

( = 
[image: image225.wmf]2
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26 LE(S-11).- Un rayo de luz monocromática se propaga desde el agua hacia el aire.

a) ¿A partir de qué valor del ángulo de incidencia en la superficie de separación de ambos medios se presenta el fenómeno de reflexión total? ¿Cómo se denomina dicho ángulo?

b)¿Cuánto vale la velocidad de propagación del rayo de luz en el agua?

Datos: Índice de refracción del agua   na = 4/3

Índice de refracción del aire   n = 1

Velocidad de la luz en el vacío   c = 3(108 m s(1.

Solución
a) Cuando un rayo de luz monocromática pasa de un medio de índice de refracción n1 =4/3, a otro menos refringente de índice de refracción n2 = 1, (n1 > n2) el rayo refractado se aleja de la normal. Si el ángulo de incidencia es suficientemente grande, el rayo refractado puede no llegar a salir, reflejándose totalmente en la superficie de separación de ambos medios.

[image: image475.wmf]l

ˆ

Se denomina ángulo límite al ángulo de incidencia, 
[image: image227.wmf]l

ˆ

, para el cual el ángulo de refracción vale 90º.

En este caso

n1·sin
[image: image228.wmf]l
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 = n2·sin 90º   (   sin
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[image: image233.wmf]l
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Para ángulos mayores que el ángulo límite no se produce refracción y toda la luz se refleja. Este fenómeno se llama reflexión total.

b) La definición de índice de refracción para un determinado material es n =
[image: image234.wmf]v

c

 donde v, es la velocidad de la luz en dicho material.

En el caso del agua:
n =
[image: image235.wmf]v
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   (   v = 
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= 2,25×108 m/s
27 .- Un rayo de luz cuya longitud de onda en el vacío es ( = 5,9×10(7 m se propaga por el interior de una fibra óptica de índice de refracción ni = 1,5. Si la fibra óptica tiene un recubrimiento exterior cuyo índice de refracción es ne = 1,0, determine:

a) La velocidad de propagación y la longitud de onda del rayo en el interior de la fibra óptica.

b) El ángulo de incidencia mínimo en la pared interna de la fibra para que el rayo que incida sobre ella no salga a la capa externa.

Dato: Velocidad de la luz en el vacío   c = 3,00(108 m s(1.
Sol.: a) vi = 2×108 m/s; (i = 3,93×10(7 m ; b) 
[image: image238.wmf]l
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 = 41,81º
Solución
a) La velocidad de la luz dentro de la fibra se obtiene a partir del índice de refracción de ésta
ni =
[image: image239.wmf]i
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Análogamente se obtiene la longitud de onda en el interior de la fibra
ni =
[image: image242.wmf]i
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b) Se trata de encontrar el ángulo límite entre los dos medios
[image: image476.wmf]r
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ni sin 
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 = ne sin 90º     (     sin 
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28 LE(J-12).- a) Explique el fenómeno de la reflexión total y las condiciones en las que se produce.

b) Calcule el ángulo a partir del cual se produce reflexión total entre un medio material en el que la luz se propaga a una velocidad v = 1,5×108 m s−1 y el aire. Tenga en cuenta que la luz en su propagación pasa del medio material al aire.

Datos: Índice de refracción del aire   n = 1; Velocidad de la luz en el vacío   c = 3(108 m s(1.

Solución

a) Cuando un rayo de luz monocromática pasa de un medio de índice de refracción n1, a otro menos refringente de índice de refracción n2, (n1 > n2) el rayo refractado se aleja de la normal. Si el ángulo de incidencia es suficientemente grande, el rayo refractado puede no llegar a salir, reflejándose totalmente en la superficie de separación de ambos medios.

[image: image477.wmf]r
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Se denomina ángulo límite al ángulo de incidencia, 
[image: image249.wmf]l
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, para el cual el ángulo de refracción vale 90º.

En este caso

n1·sin
[image: image250.wmf]l
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Para ángulos mayores que el ángulo límite no se produce refracción y toda la luz se refleja. Este fenómeno se llama reflexión total.

b) Si la velocidad de la luz en el medio es v = 1,5×108 m/s, el índice de refracción del medio será

n = 
[image: image255.wmf]v
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El ángulo límite en este caso, n2 = 1 (aire) y n1 = 2 (medio material) es
sin
[image: image257.wmf]l

ˆ

= 
[image: image258.wmf]1

2

n

n

 = 0,5     (     
[image: image259.wmf]l

ˆ

= 30º
29 LE(S-14).- Un rayo de luz pasa de un medio de índice de refracción 2,1 a otro medio de índice de refracción 1,5.

a) Si el ángulo de incidencia es de 30º, determine el ángulo de refracción.

b) Calcule el ángulo a partir del cual no se produce refracción.

Solución

a) La ley para la refracción permite escribir

n1·sin î= n2·sin 
[image: image260.wmf]r
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b) El ángulo a partir del cual no se produce refracción es el ángulo límite. 
En este caso

n1·sin
[image: image265.wmf]l
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30 .- Una superficie plana separa dos medios transparentes de índices de refracción n1 = 2 y n2 = 1,4 respectivamente.

Un rayo luminoso incide desde el medio de índice de refracción n1 = 2 sobre la superficie de separación de los dos medios observándose que el rayo reflejado y el refractado son perpendiculares entre si. Calcule:

a) Los valores de los ángulos de incidencia y de refracción.

b) Entre que valores tiene que estar comprendido el ángulo de incidencia para que se produzca rayo refractado.

Solución

a) Si el rayo reflejado y el refractado son perpendiculares el ángulo de incidencia y el de refracción son complementarios, por tanto: sen 
[image: image270.wmf]r
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 = cos î.
Aplicando la ley de Snell

n1 sin î = n2 sin 
[image: image271.wmf]r
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b) Tendrá que estar comprendido entre 0º y el ángulo límite, 
[image: image275.wmf]l
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n1·sin
[image: image276.wmf]l

ˆ

 = n2·sin 90º     (     sin
[image: image277.wmf]l

ˆ

= 
[image: image278.wmf]1

2

n

n

 = 
[image: image279.wmf]2

4

,

1

     (     
[image: image280.wmf]l

ˆ

= 44,4º
31 LE(S-15).- Un vidrio de índice de refracción n = 1,5 tiene depositada encima una capa de aceite cuyo índice de refracción varía con la longitud de onda según n = 1,3 +82/( (con ( medida en nm).

Al hacer incidir un haz de luz procedente del vidrio sobre la interfase vidrio-aceite, se observa que el ángulo crítico para la reflexión total es de 75º.

a) ¿Cuánto vale la longitud de onda de dicha luz?

b) ¿Cuál sería el máximo valor de ( para que ocurra la reflexión total si el haz de luz procede del aceite?

Solución

a) Para el ángulo límite se cumple

nv·sin
[image: image281.wmf]l
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 = na·sin 90º     (     nv·sin
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1,5 sin 75º = 1,3 + 
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b) Ahora se pasa del aceite al vidrio

na·sin
[image: image286.wmf]l
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 = nv·sin 90º     (     sin
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El seno de un ángulo debe ser menor o igual que 1
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El valor máximo para la longitud de onda es, ( = 410 nm.
32 .- Un foco luminoso puntual está situado en el fondo de un  recipiente lleno de agua cubierta por una capa de aceite. Determine:

a) El valor del ángulo límite entre los medios aceite y aire.

b) El valor del ángulo mínimo, con respecto a la normal al fondo del recipiente, de un rayo de luz procedente del foco luminoso para que se produzca el fenómeno de la reflexión total en la superficie de separación entre el aceite y el aire.

Datos: Índices de refracción de los medios, naire = 1, nagua = 1,33, naceite = 1,48

Solución

a) El valor del ángulo límite aceite-aire
1,48 sin 
[image: image293.wmf]l
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 = sin 90º     (     
[image: image294.wmf]l
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 = 42,51º
[image: image478.wmf]r
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b) El menor ángulo ( (con la normal), para que se produzca la reflexión total en la superficie aceite-aire
1,33 sin ( = 1,48 sin 
[image: image295.wmf]l
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33 LE(J-16).- Un rayo de luz incide desde un medio A de índice de refracción nA a otro B de índice de refracción nB. Los índices de refracción de ambos medios cumplen la relación nA+ nB = 3. Cuando el ángulo de incidencia desde el medio A hacia el medio B es superior o igual a 49,88º tiene lugar reflexión total.

a) Calcule los valores de los índices de refracción nA y nB.

b) ¿En cuál de los dos medios la luz se propaga a mayor velocidad?

Razone la respuesta.

Solución

a) La condición de ángulo límite al pasar del medio A al B es

nA sin 
[image: image296.wmf]l
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 = nB sin 90º     (     nA sin 49,88º = nB     (     0,765 nA = nB
Junto con la condición

nA + nB = 3
tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas que resolvemos por sustitución
nA + 0,765 nA = 3     (     1,765 nA = 3

nA = 1,7     ;     nB = 0,765×1,7 = 1,3
b) La luz se propaga más rápido en el medio de menor índice de refracción ya que, v = 
[image: image297.wmf]n
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, por tanto, en el medio B.

34 LE(S-16).- Dos rayos que parten del mismo punto inciden sobre la superficie de un lago con ángulos de incidencia de 30º y 45º, respectivamente.

a) Determine los ángulos de refracción de los rayos sabiendo que el índice de refracción del agua es 1,33.

b) Si la distancia entre los puntos de incidencia de los rayos sobre la superficie del lago es de 3 m, determine la separación entre los rayos a 2 m de profundidad.

Dato: Índice de refracción del aire, naire = 1.

Solución

a) La ley de la refracción permite escribir para cada uno de los rayos

n0·sin î= na·sin 
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n0·sin î= na·sin 
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b) Las distancias de los rayos a p = 2 m de profundidad respecto a las normales se calculan mediante la tangente del ángulo de refracción
tg 
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La distancia d, entre los rayos a esa profundidad será
d = (3 – d1) + d2 = 3 – 0,81 + 1,26 = 3,45 m
DIOPTRIOS

1 L(J-97).- Una lámina de vidrio de caras planas y paralelas, situada en el aire, tiene un espesor de 8 cm y un índice de refracción n = 1,6. Calcular para un rayo de luz monocromática que incide en la cara superior de la lámina con un ángulo de 45º: (a) Los valores del ángulo de refracción en el interior de la lámina y del ángulo de emergencia correspondientes. (b) El desplazamiento lateral experimentado por el citado rayo al atravesar la lámina. (c) Dibujar la marcha geométrica del rayo.

Sol.: (a) 26,22º ; 45º ; (b) d = 3,94 cm

Solución
[image: image480.wmf]r

ˆ

Cuando un rayo de luz monocromática incide sobre una lámina de vidrio de caras planas y paralelas se refracta en ambas caras de la lámina.

Si la lámina de índice de refracción n está situada en el aire de índice de refracción n0 = 1 el rayo se refracta en la primera de las caras de modo que

n0·sin
[image: image314.wmf]1
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 = n·sin
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refractándose posteriormente en la segunda cara, siendo ahora la aplicación de la ley de Snell

n·sin
[image: image316.wmf]1
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combinando estas dos ecuaciones obtenemos

n0·sin
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de modo que el rayo luminoso emerge de la lámina de caras planas y paralelas con el mismo ángulo que el de incidencia.

RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
a) De la primera refracción obtenemos el primer ángulo de refracción 
[image: image324.wmf]1
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siendo el valor de este ángulo
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En definitiva los resultados serían
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b) El desplazamiento lateral d experimentado por el rayo al atravesar la lámina se puede calcular a partir de un sencillo planteamiento geométrico.

En efecto en el triángulo rectángulo que se muestra en la figura, se puede obtener el desplazamiento a partir de la tangente del primer ángulo de refracción
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sustituyendo los datos

d = 8·tan 26,22º = 3,94 cm
2 L(S-98).- El ángulo de desviación mínima de un prisma óptico es de 30º. Si el ángulo del prisma es de 50º y éste está situado en el aire, determine: (a) El ángulo de incidencia para que se produzca la desviación mínima del rayo. (b) El índice de refracción del prisma.

Sol.: (a) 40º ; (b) n = 1,52

Solución
El ángulo de desviación, (, de un prisma óptico de ángulo ( está definido como el ángulo formado por el rayo incidente en el prisma y el rayo emergente de él.

La expresión de la desviación es

( = î+î’- (
cumpliéndose que

( = r + r’

La desviación mínima se produce cuando los ángulos de incidencia y emergencia son iguales

Si î = î’   (   ( = (m
de modo que 

(m = 2·î - (
en este caso la trayectoria interna del rayo es paralela a la base del prisma y además se cumple que

r = r’ ( ( = 2·r

con lo que la ley de Snell para la primera cara del prisma, supuestamente colocado en el aire será
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ecuación que permite medir el índice de refracción de cualquier sustancia transparente en forma de prisma ya que el ángulo del prisma y el de desviación mínima son fácilmente medibles.

[image: image481.wmf]r
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RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
a) Conocidos el ángulo del prisma y el desviación mínima, el ángulo de incidencia es fácil de calcular

(m = 2·î - (
despejando
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sustituyendo los datos
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b) El índice de refracción del prisma lo calculamos sustituyendo directamente los datos


[image: image335.wmf]52
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3 L(J-99).- Un rayo de luz blanca incide desde el aire sobre una lámina de vidrio con un ángulo de incidencia de 30º. (a) ¿Qué ángulo formarán entre sí en el interior del vidrio los rayos rojo y azul, componentes de la luz blanca, si los valores de los índices de refracción del vidrio para estos colores son, respectivamente, nrojo= 1,612 y nazul= 1,671. (b) ¿Cuáles serán los valores de la frecuencia y de la longitud de onda correspondientes a cada una de estas radiaciones en el vidrio, si las longitudes de onda en el vacío son, respectivamente, λrojo= 656,3 nm y λazul= 486,1 nm?

Dato: Velocidad de la luz en el vacío c= 3·108 ms-1
Sol.: (a) 0,66º ; (b) fr = 4,57·1014 Hz ; fa = 6,17·1014 Hz ; λr = 407,1 nm ; λa = 290,9 nm

Solución
Cuando la luz blanca que en el vacío (o en el aire) se propaga con velocidad constante c, independientemente de las longitudes de onda que la componen, llega a la superficie de separación entre dos medios transparentes, una parte penetra en el segundo medio cambiando la velocidad de propagación y por tanto la dirección de propagación, produciéndose el fenómeno denominado refracción, explicado por Snell, quien concluyó que el producto del índice de refracción de un medio, n, por el seno del ángulo que forma en dicho medio el rayo de luz con la normal es constante (invariante de refracción)

n1·sin
[image: image336.wmf]i
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 = n2·sin
[image: image337.wmf]r
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La luz blanca es realmente una mezcla de radiaciones de diferente frecuencia (del rojo al violeta). Las frecuencias de la luz no varían cuando la propagación se realiza en un medio material, pero como la velocidad si cambia, también lo harán las longitudes de onda de cada una de las frecuencias de las que está compuesta la luz blanca de modo que si en el vacío

f = c/(0
en otro medio, esa misma radiación se propaga con una velocidad v, de forma tal que

f = v/(
siendo ( la longitud de onda de la radiación en dicho medio.

Como consecuencia de esto el índice de refracción depende de la longitud de onda de la luz en el medio en que se propague
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RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
[image: image482.wmf]'
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a) En este caso el rayo incide desde el aire cuyo índice de refracción es n = 1, de modo que para el rayo de luz roja tenemos

n·sin
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 = nr·sin
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despejando sin
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por tanto
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Análogamente para el rayo de luz azul
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 = 17,41º

de modo que, el ángulo que formarán entre si, en el interior del vidrio, los rayos rojo y azul será

(r = 18,07º - 17,41º = 0,66º

b) Los valores de las frecuencias son los mismo en el vidrio que en el vacío

La frecuencia del rojo será
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la del azul es
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Las longitudes de onda en el vidrio serán
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ANÁLISIS DEL RESULTADO:
Si la lámina es de caras paralelas el efecto de dispersión de la luz blanca no se hace visible. En efecto, el haz de luz blanca se dispersa en la primera refracción, separándose las distintas longitudes de onda que la componen. En la segunda refracción el haz, con todas las longitudes de onda que lo componen, emerge del vidrio con el mismo que el de incidencia ocultando la dispersión producida en el interior.

4 L(S-99).- Sobre la cara lateral de un prisma de vidrio de índice de refracción 1,4 y ángulo en el vértice 50º, incide un rayo de luz con un ángulo de 20º. Determine: (a) El ángulo de desviación sufrido por el rayo. (b) El ángulo de desviación mínima que corresponde a este prisma. El prisma se encuentra situado en el aire.

Sol.: (a) ( = 25,1º ; (b) (m = 22,6º
Solución
El ángulo de desviación en un prisma es

( = i + i’ - 
siendo î el ángulo de incidencia, î’ el ángulo que forma el rayo a la salida del prisma, que se puede calcular a partir de las dos refracciones que se producen en el prisma y ( el ángulo del prisma.

El ángulo de desviación mínima se produce cuando î = î’, de modo que

(m = 2î - (
RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
a) En la primera de las refracciones podemos plantear

n0·sin
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 = n·sin
[image: image353.wmf]r

ˆ


despejando el sin
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como

( = r + r’   ADVANCE \l 1(   r’ = ( ( r ADVANCE \l 1  (   r’ = 35,9º

resolviendo la segunda refracción

n·sin r’ = n0·sin
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despejando el sin î’
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La desviación sufrida por el rayo

( = î + î’ -  = 20º + 55,1º - 50º = 25,1º

b) La desviación mínima se obtiene de la expresión para el índice de refracción del prisma
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por tanto
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LA(J-00).- Un estrecho haz de luz de frecuencia f =  5·1014 Hz incide sobre un cristal de índice de refracción n = 1,52 y anchura d. El haz incide desde el aire formando un ángulo de 30º (ver figura). Se pide:

a) ¿Cuánto vale la longitud de onda de la luz incidente en el aire y en el cristal?

b) Enuncia la ley de Snell para la refracción.

c) ¿Cuál será el ángulo que forma el haz de luz cuando atraviesa el cristal y entra de nuevo en el aire?

Datos: c = 3·105 km/s

Sol.: a) (0 = 6·10(7 m; ( = 3,95·10(7 m; c) î’ = 30º

Solución

a) La longitud de onda en el aire es:

c = (0·f   (   (0 =
[image: image363.wmf]f
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La longitud de onda en el cristal es:
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b) Las leyes de Snell indican que:

1) El rayo incidente, la normal y el rayo refractado se encuentran en un mismo plano.

2) La relación entre el seno del ángulo de incidencia y el seno del ángulo de refracción es igual al cociente de las velocidades de propagación en dichos medios. Normalmente se escribe como

n1·sen î = n2·sen 
[image: image368.wmf]r
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c) La segunda ley de Snell en la primera refracción permite escribir

na·sen î = nc·sen 
[image: image369.wmf]r
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En la segunda refracción

nc·sen 
[image: image370.wmf]r
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 = na·sen î’

En consecuencia

na·sen î = na·sen î’   (   î = î’ = 30º
6 LA(J-00).- Explica la dispersión de la luz blanca por un prisma óptico. ¿Qué luz (roja, amarilla, verde o azul) tiene índice de refracción menor?

Solución

La luz blanca es una mezcla de luces de diferente longitud de onda y por tanto de diferente color.

El índice de refracción de los materiales depende de la longitud de onda de la luz incidente, siendo mayor para la luz de menor longitud de onda. Por tanto, el índice de refracción es menor para la luz roja que para la amarilla, y a su vez menor que para el verde y, finalmente, menor que para el azul.

Puesto que el ángulo de refracción depende del índice de refracción del medio, se tiene que la luz se desviará más para el azul que para el verde, y así con todos los colores, llevando a formar un espectro de colores separados, en un fenómeno equivalente a un arco iris.

7 L(S-00).- Sobre una lámina de vidrio de caras planas y paralelas, de espesor 2 cm y de índice de refracción n = 3/2, situada en el aire, incide un rayo de luz monocromática con un ángulo θi = 30º. (a) Compruebe que el ángulo de emergencia es el mismo que el ángulo de incidencia. (b) Determine la distancia recorrida por el rayo dentro de la lámina y el desplazamiento lateral del rayo emergente.

Sol.: (b) s = 2,12 cm; x = 0,70 cm.

Solución
(a) En la primera refracción que se produce al pasar el rayo del aire al vidrio: naire·sin (i = nvidrio sin ˆADVANCE \l 4r’

En la segunda refracción producida entre el vidrio y el aire: nvidrio sin ˆADVANCE \l 4r’ = naire·sin ˆADVANCE \l 4r

de manera que

naire·sin (i = naire·sin ˆADVANCE \l 4r

por tanto

sin (i = sin ˆADVANCE \l 4r (  (i =  ˆADVANCE \l 4r

(b) Como de la primera refracción: sin ˆADVANCE \l 4r’ = 1/3 ( ˆADVANCE \l 4r’ = 19,47º

el desplazamiento lateral x será: tg ˆADVANCE \l 4r’ =  x/d ( x = d·tg ˆADVANCE \l 4r’ ( x = 0,7 cm

y la longitud l recorrida por el rayo dentro del vidrio aplicando el teorema de Pitágoras

l = 2,1 cm

8 LA(J-01).- Un rayo de luz monocromática incide en una de las caras de una láminas de vidrio, de caras planas y paralelas, con un ángulo de incidencia de 30º. La lámina de vidrio situada en el aire, tiene un espesor de 5 cm y un índice de refracción de 1,5.

a) Dibuja el camino seguido por el rayo.

[image: image486.wmf]l

ˆ

b) Calcula la longitud recorrida por el rayo en el interior de la lámina.

c) Calcula el ángulo que forma con la normal el rayo que emerge de la lámina.

Sol.: b) s = 5,32 cm; c) î’ = 30º

Solución

a) El camino se representa en la figura adjunta.

b) El ángulo de refracción al entrar en el vidrio será:

na·sin 30º = nv·sin 
[image: image371.wmf]r
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   (   sin 
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El camino recorrido por la luz dentro del vidrio, s, se puede calcular a partir del coseno de este ángulo:

cos
[image: image375.wmf]r
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 = 
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   (   s =
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= 5,32 cm
c) Al salir el ángulo será el mismo que al entrar ya que se trata de una lámina plano paralela, por tanto será de 30º.

9 L(J-04).- Un rayo de luz monocromática incide sobre una cara lateral de un prisma de vidrio, de índice de refracción n = 
[image: image379.wmf]2

. El ángulo del prisma es ( = 60º. Determine: (a) El ángulo de emergencia a través de la segunda cara lateral si el ángulo de incidencia es de 30º. Efectúe un esquema gráfico de la marcha del rayo. (b) El ángulo de incidencia para que el ángulo de emergencia del rayo sea 90º.

Sol.: a) î’ = 63,6º; b) î = 21,5º

[image: image487.wmf]r
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Solución

a) Se aplica la ley de Snell a la primera refracción:

na·sin 30º = nv·sin (   (   sin ( =
[image: image380.wmf]v
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n

n

sin 30º

sin ( = 0,35   (   ( = 20,7º

Como en el prisma

( = ( + (’   (   (’ = ( ( ( = 39,3º

Aplicando de nuevo la ley de Snell se obtiene el valor del ángulo emergente eˆ:

nv·sin (’ = na·sin ê   (   sin ê = 
[image: image381.wmf]a
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sin ê = 0,90   (   ê = 63,6º

b) Para que el rayo de emergencia de la segunda cara sea de 90º el de incidencia α’ debe ser:

na·sin ê = nv·sin (’   (   sin (’ = 
[image: image382.wmf]v
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( = ( + (’   (   ( = ( ( (’ = 15º

na·sin î = nv·sin (   (   sin î =
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10 LA(J-04).- Un haz de luz blanca incide sobre una lámina de vidrio [image: image488.wmf]l

ˆ

de grosor d con un ángulo (i = 60º.

1. Dibuja esquemáticamente las trayectorias de los rayos rojo y violeta.

2. Determina la altura respecto al punto O’, del punto por el que la luz roja emerge de la lámina siendo d = 1 cm.

3. Calcula el grosor d que debe tener la lámina para que los puntos de salida de la luz roja y de la luz violeta estén separados 1cm.

Datos: Los índices de refracción en el vidrio de la luz roja y violeta son: nR = 1,4 y nV = 1,6, respectivamente.

Sol.: 2) h = 0,79 cm; 3) d = 6,7 cm.
Solución

[image: image489.png]lug
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1.- Como El índice de refracción del color rojo es menor que el de violeta, se acercará menos a la normal, es decir sufrirá menos desviación.

2.-Aplicamos la ley de Snell de la refracción para encontrar el ángulo con que penetran en el vidrio cada uno de los rayos.

na·sin 60º = nR·sin 
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Del triángulo que forman la normal el rayo y la cara posterior de la lámina conocemos el ángulo 
[image: image389.wmf]R
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 y la anchura del vidrio, de modo que calculamos la tangente de dicho ángulo y encontramos el valor de la altura sobre O’
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[image: image390.wmf]R

r

ˆ

=
[image: image391.wmf]d

h

   (   h = d·tan
[image: image392.wmf]R

r

ˆ

= 1·tan 38,2º = 0,79 cm

3. Escribimos la diferencia entre h Ry hV en función de la distancia d y hacemos que la diferencia de las alturas sea de 1 cm.

na·sin 60º = nV·sin 
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11 L(J-05). Sobre una lámina transparente de índice de refracción 1,5 y de 1 cm de espesor, situada en el vacío, incide un rayo luminoso formando un ángulo de 30º con la normal a la cara. Calcule:

a) El ángulo que forma con la normal el rayo que emerge de la lámina. Efectúe la construcción geométrica correspondiente.

b) La distancia recorrida por el rayo dentro de la lámina.
Sol.: î’ = 30º; b) s = 1,06 cm

[image: image491.png]


Solución
a) En las láminas de caras planas y paralelas el ángulo de emergencia es el mismo que el de incidencia, por tanto

ê = 30º

d) En la primea refracción

n0·sin î = n·sin
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La distancia recorrida, s, dentro de la lámina se puede calcular a partir del coseno de 
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12 [image: image492.emf]L(J-06).- Sobre un prisma de ángulo 60º como el de la figura, situado en el vacío, incide un rayo luminoso monocromático que forma un ángulo de 41,3º con la normal a la cara AB. Sabiendo que en el interior del prisma el rayo es paralelo a la base AC:

a) Calcule el índice de refracción del prisma.

b) Realice el esquema gráfico de la trayectoria seguida por el rayo a través del prisma.

c) Determine el ángulo de desviación del rayo al atravesar.

d) Explique si la frecuencia y la longitud de onda correspondientes al rayo luminoso son distintas, o no, dentro y fuera del prisma.

Sol.: (a) n = 1,32; (c) (m = 22,6º

Solución
c) Si en el interior del prisma el rayo es paralelo a AC, el ángulo î = 41,3º, es el ángulo de incidencia párale cual la desviación es mínima

(m = 2·î ( ( = 2·41,3 ( 60 = 22,6 º
a) El índice de refracción del prisma es

n = 
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d) La luz al pasar del vacío al vidrio cambia la velocidad y por tanto la longitud de onda cambia manteniéndose la frecuencia invariable.

13 L(J-08).- Una lámina de vidrio (índice de refracción n = 1,52) de caras planas y paralelas y espesor d se encuentra entre el aire y el agua. Un rayo de luz monocromática de frecuencia 5·1014 Hz incide desde el agua en la lámina. Determine: a) Las longitudes de onda del rayo en el agua y en el vidrio. b) El ángulo de incidencia en la primera cara de la lámina a partir del cual se produce reflexión total interna en la segunda cara.

Dato: Índice de refracción del agua nagua = 1,33; Velocidad de la luz en el vacío c = 3·108 m/s.

Sol.: a) (a = 4,51·10(7 m; (v = 3,95·10(7 m; b) î = 48,8º

[image: image494.wmf]Solución
a) La longitud de onda en el aire será
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Los valores de las longitudes de onda en los medios se obtienen a partir del índice de refracción
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b) En la primera refracción
na·sin î = nv·sin
[image: image425.wmf]r
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en la segunda
nv·sin 
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igualando
na·sin î = n0·sin 90º   (   sin î = 
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14 .- Sobre una lámina de vidrio de caras planas y paralelas de 3 cm de espesor y situada en el aire incide un rayo de luz monocromática con un ángulo de incidencia de 35º. La velocidad de propagación del rayo en la lámina es 2/3c, siendo c la velocidad de la luz en el vacío.

a) Determine el índice de refracción de la lámina.

b) Compruebe que el rayo emergerá de la lámina y determine el ángulo de emergencia.

c) Dibuje la marcha del rayo a través de la lámina.

d) Calcule la distancia recorrida por el rayo dentro de la lámina.

Sol.: a) n = 1,5; b) ê = 35º; d) s = 3,25 cm.

Solución
a) El índice de refracción será

n =
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b) En las láminas de caras planas y paralelas el ángulo de emergencia es el mismo que el de incidencia, por tanto

ê = 35º
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d) En la primea refracción
n0·sin î = n·sin
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La distancia recorrida, s, dentro de la lámina se puede calcular a partir del coseno de 
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15 .- a) Describa brevemente los fenómenos de refracción y dispersión de la luz. ¿Con un rayo de luz monocromática se pueden poner de manifiesto ambos fenómenos?

b) ¿Por qué no se observa dispersión cuando un haz de rayos paralelos de luz blanca atraviesa una lámina de vidrio de caras planas y paralelas?

Solución
a) La refracción es el cambio de dirección al pasar de un medio a otro, que experimentan las ondas y en particular la luz, al incidir sobre la superficie de separación entre dos medios. Es debido al cambio de velocidad que experimenta una onda al cambiar de medio. Al cambiar la velocidad cambia la ldo manteniendo constante la frecuencia.
La dispersión es la separación de la luz en las ldo que la componen. El índice de refracción de un medio depende de la longitud de onda de forma que cada una de las ldo que componen un rayo no monocromático sufre un cambio de dirección diferente al pasar por un medio obteniéndose como resultado la separación del rayo incidente en tantos rayos monocromáticos como ldo lo componían.
Un rayo de luz monocromática se refracta cuando pasa de un medio a otro diferente, es decir, cambia su velocidad y con ella la dirección de propagación. Sin embargo un rayo monocromático no puede dispersarse ya que solo está compuesto por una ldo y por tanto es imposible que se separe en otras.

b) Como se sabe, cuando la luz atraviesa una lámina de caras plano paralelas [image: image496.emf]el rayo emergente es paralelo al incidente (aunque sufre un desplazamiento). Por tanto, todas las ldo presentes en el rayo incidente atravesarían la lámina y emergerían según rayos paralelos al incidente, como se muestra en la figura para un supuesto de dos longitudes de onda λ1 y λ2 diferentes. No habría pues, dispersión, ya que las direcciones de los rayos emergentes no son distintas, aunque sí se podría observar un desplazamiento distinto para λ1 y λ2.

16 [image: image497.emf]LE(S-13).- Se tiene un prisma rectangular de vidrio de índice de refracción 1,48. Del centro de la cara A se emite un rayo que forma un ángulo ( con el eje vertical del prisma, como muestra la figura. La anchura del prisma es de 20 cm y la altura de 30 cm.

a) Si el medio exterior es el aire, ¿cuál es el máximo valor de ( para que el rayo no salga por la cara B? Justifique la respuesta.

b) Si el medio exterior es el agua, ¿cuál es el máximo valor de ( para que el rayo no salga por la cara B? para este valor de (, ¿cuál es el ángulo con el que emerge de la cara C?

Dato: Índice de refracción del agua nagua = 1,33; índice de refracción del aire, naire = 1

Solución
a) Para que el rayo no salga por la cara B el ángulo de incidencia debe ser mayor que el límite entre el vidrio y el aire
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ˆ
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El ángulo ( es complementario con este

( = 90º ( 42,5 = 47,5º
Por tanto para ángulos ( menores de este valor el rayo no saldrá del vidrio por la cara B.
b) Si el medio exterior es el agua, el ángulo límite sería

[image: image498.emf]n·sin
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El ángulo de incidencia en la cara C sería

î = ( = 26º

La refracción en C sería
n sin î = na sin
[image: image452.wmf]r

ˆ

     (    sin
[image: image453.wmf]r

ˆ

 = 
[image: image454.wmf]a

n

i

n

ˆ

sin

     (     sin
[image: image455.wmf]r

ˆ

 = 
[image: image456.wmf]33

,

1

º

26

sin

48

,

1



[image: image457.wmf]r

ˆ

 = 29,2º
rayo reflejado





rayo incidente





î’





î





n2





n1





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED WP8Doc  ���





� EMBED Unknown  ���





� EMBED WP8Doc  ���





î





î’





� EMBED Equation.3  ���





90º





� EMBED Equation.3  ���





rayo refractado





normall





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





(





P





n2





n1





î





90º





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





ê





î





n0





n0





n





h





� EMBED Equation.3  ���





î2





î1





n0





n0





n





h





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





ê





î





n0





n0





n





� EMBED Equation.3  ���





40º





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





(m





60º





60º





C





B





A





d





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





î





n0





na





n





î





60º





C





B





A





î





� EMBED Equation.3  ���





Aire


n0 = 1





material


nm





î





î’





� EMBED Equation.3  ���





n1





n2





30º





30º





rayo incidente





rayo reflejado





rayo refractado





normall





128º





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





î’





î





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





ni





� EMBED Equation.3  ���





ne





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





(





C





B





A





A





B





C





(





(





(





32,12º








2 m











45º





30º





na





n0





3 m








IES Pedro Salinas (Madrid). Departamento de Física y Química

Página 17 de 27

[image: image499.emf][image: image500.emf][image: image501.emf][image: image502.emf][image: image503.emf][image: image504.emf][image: image505.emf][image: image506.emf][image: image507.emf][image: image508.png]=g

n1

n2




[image: image509.jpg]


[image: image510.bmp][image: image511.emf]_1311328563.unknown

_1346872832.unknown

_1378487494.unknown

_1478617911.unknown

_1505680435.unknown

_1505681016.unknown

_1531586983.unknown

_1539978858.unknown

_1539980495.unknown

_1539980659.unknown

_1539978674.unknown

_1539978843.unknown

_1539978647.unknown

_1539978602.unknown

_1539978633.unknown

_1505681135.unknown

_1505680897.unknown

_1505680955.unknown

_1505680855.unknown

_1478975710.unknown

_1505680317.unknown

_1505680356.unknown

_1478975977.unknown

_1478975639.unknown

_1478975680.unknown

_1478975172.unknown

_1387469411.unknown

_1387469824.unknown

_1447099962.unknown

_1447100860.unknown

_1447100873.unknown

_1478617811.unknown

_1447100931.unknown

_1447100822.unknown

_1447099973.unknown

_1401120756.unknown

_1447099625.unknown

_1401120730.unknown

_1387469746.unknown

_1387469798.unknown

_1387469462.unknown

_1387468275.unknown

_1387468369.unknown

_1387469310.unknown

_1387468335.unknown

_1378487866.unknown

_1378487896.unknown

_1387467797.unknown

_1378487738.unknown

_1347356550.unknown

_1369477283.unknown

_1369477706.unknown

_1369477769.unknown

_1369477574.unknown

_1347356977.unknown

_1369477223.unknown

_1369477166.unknown

_1369477206.unknown

_1369475868.unknown

_1369475796.unknown

_1347356912.unknown

_1347356590.unknown

_1347356762.unknown

_1347356153.unknown

_1347356396.unknown

_1347356502.unknown

_1347356342.unknown

_1346926176.unknown

_1346926199.unknown

_1346873005.unknown

_1346873017.unknown

_1341077252.unknown

_1341078131.unknown

_1341081485.unknown

_1346871510.unknown

_1346872600.unknown

_1346872813.unknown

_1346872550.unknown

_1346871531.unknown

_1346872354.unknown

_1346865385.unknown

_1346871074.unknown

_1346871186.unknown

_1341086105.unknown

_1346865305.unknown

_1341081551.unknown

_1341086050.unknown

_1341079599.unknown

_1341079777.unknown

_1341080592.unknown

_1341081450.unknown

_1341080618.unknown

_1341080279.unknown

_1341080407.unknown

_1341080269.unknown

_1341079746.unknown

_1341079765.unknown

_1341079627.unknown

_1341079418.unknown

_1341079559.unknown

_1341079403.unknown

_1341077830.unknown

_1341077971.unknown

_1341078005.unknown

_1341077843.unknown

_1341077294.unknown

_1341077436.unknown

_1341077456.unknown

_1341077379.unknown

_1315675196.unknown

_1340017318.unknown

_1341069589.unknown

_1341069621.unknown

_1341071037.unknown

_1340029863.unknown

_1341067786.unknown

_1341067847.unknown

_1341052859.unknown

_1341066159.unknown

_1341066224.unknown

_1341066730.unknown

_1341066749.unknown

_1341066185.unknown

_1341065873.unknown

_1341065943.unknown

_1341065780.unknown

_1341065802.unknown

_1341065757.unknown

_1341052795.unknown

_1341052828.unknown

_1340030447.unknown

_1340029928.unknown

_1340030348.unknown

_1340018457.unknown

_1340029603.unknown

_1340018420.unknown

_1315675838.unknown

_1335213237.unknown

_1340017235.unknown

_1340017292.unknown

_1335213268.unknown

_1335213226.unknown

_1335213230.unknown

_1335213222.unknown

_1315675408.unknown

_1315675504.unknown

_1315675820.unknown

_1315675430.unknown

_1315675376.unknown

_1311366779.unknown

_1311371739.unknown

_1311448695.unknown

_1315675048.unknown

_1315675161.unknown

_1311448881.unknown

_1315674912.unknown

_1311448859.unknown

_1311448686.unknown

_1311448411.unknown

_1311448669.unknown

_1311448493.unknown

_1311448389.unknown

_1311447611.unknown

_1311448147.unknown

_1311366926.unknown

_1311371176.unknown

_1311371531.unknown

_1311370603.unknown

_1311366878.unknown

_1311328777.unknown

_1311366355.unknown

_1311366738.unknown

_1311328808.unknown

_1311328735.unknown

_1311328765.unknown

_1311328583.unknown

_1308241698.unknown

_1308243333.unknown

_1308244277.unknown

_1311280349.unknown

_1311327367.unknown

_1311327792.unknown

_1311328528.unknown

_1311327835.unknown

_1311327407.unknown

_1311326952.unknown

_1311326994.unknown

_1311280382.unknown

_1311280360.unknown

_1311279940.unknown

_1311280195.unknown

_1311280251.unknown

_1311280176.unknown

_1310826779.unknown

_1311018745.unknown

_1311019204.unknown

_1311021412.unknown

_1311021513.unknown

_1311279907.unknown

_1311021483.unknown

_1311021162.unknown

_1311019104.unknown

_1311019179.unknown

_1311018764.unknown

_1310996960.unknown

_1310997016.unknown

_1310996905.unknown

_1310996922.unknown

_1310996864.unknown

_1308244444.unknown

_1310826748.unknown

_1308244443.unknown

_1308244442.unknown

_1308243519.unknown

_1308243998.unknown

_1308244044.unknown

_1308244254.unknown

_1308244037.unknown

_1308243539.unknown

_1308243985.unknown

_1308243530.unknown

_1308243411.unknown

_1308243468.unknown

_1308243509.unknown

_1308243437.unknown

_1308243369.unknown

_1308243396.unknown

_1308243344.unknown

_1308242050.unknown

_1308242792.unknown

_1308243201.unknown

_1308243272.unknown

_1308243298.unknown

_1308243246.unknown

_1308243012.unknown

_1308243172.unknown

_1308242803.unknown

_1308242237.unknown

_1308242439.unknown

_1308242734.unknown

_1308242305.unknown

_1308242093.unknown

_1308242137.unknown

_1308242018.unknown

_1308241987.unknown

_1308085309.unknown

_1308241559.unknown

_1308241671.unknown

_1308241683.unknown

_1308241583.unknown

_1308241262.unknown

_1308241374.unknown

_1308241450.unknown

_1308241277.unknown

_1308085330.unknown

_1308083379.unknown

_1308085098.unknown

_1308085184.unknown

_1308085185.unknown

_1308085183.unknown

_1308083480.unknown

_1308083502.unknown

_1308083397.unknown

_1148839124.unknown

_1162053080.unknown

_1226241375.unknown

_1066723806.unknown

_1137948846.unknown

_1144353830.unknown

_1132351986.unknown

_1132415458.unknown

_1066731007.unknown

_1066644043.unknown

